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Abstrak. Suatu semigrup implikatif S merupakan suatu himpunan terurut parsial yang
bersifat semigrup, semigrup terurut parsial secara negatif (NPO semigrup) dan NPO
semigrup komutatif. Definisikan himpunan Sy, (z,y) = {z € S|z™ = (y * z) = 1} untuk se-
tiap z,y € S dan n € N. Suatu penyaringan terurut merupakan suatu himpunan bagian
tak kosong dari S yang memenuhi sifat-sifat tertentu. Pada tesis ini dikaji penyaringan
terurut dari semigrup implikatif, dan hubungannya dengan S, (z,y) serta diberikan con-
toh dari semigrup implikatif yang selanjutnya ditentukan penyaringan terurutnya.
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1. Pendahuluan

Suatu semilattice implikatif merupakan suatu sistem aljabar yang terdiri dari him-
punan tak kosong yang dilengkapi dengan tiga operasi, yaitu operasi terurut parsial,
konjungsi dan implikasi.

Pada [4], Nemitz telah mempelajari secara sistematik tentang semilattice im-
plikatif. Nemitz memperlihatkan hasil-hasil tertentu dari logika Brouwerian yang
dikaji oleh V. Glivenko yang dapat dibuktikan pada semilattice implikatif. Kemu-
dian, Nemitz mempelajari hubungan antara homomorfisma pada semilattice impli-
katif dan kernelnya. Selanjutnya, Chan dan Shum pada [1] mengadopsi ide Nemitz
dengan memperkenalkan istilah baru yakni negatively partially ordered (NPO) semi-
grup implikatif (semigrup yang terurut parsial secara negatif) dan kemudian mem-
pelajari homomorfisma antara semigrup-semigrup tersebut. Selanjutnya Jun, Meng
dan Xin pada [3] memperkenalkan himpunan bagian baru dari semigrup implikatif
dengan sifat-sifat tertentu yang disebut dengan penyaringan terurut.

Dalam tulisan ini akan didefinisikan beberapa himpunan bagian tertentu yang
dilambangkan dengan S, (z,y) dari semigrup implikatif, kemudian akan dikaji
hubungan antara penyaringan terurut dari semigrup implikatif dengan himpunan-
himpunan bagian tertentu tersebut.

2. Himpunan Terurut Parsial

Definisi 2.1. [2] Jika (a,b) € R dan R bersifat refleksif, anti simetris dan transitif,
maka R disebut relasi terurut parsial.
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3. Semigrup dan semigrup implikatif

Misalkan G suatu himpunan yang tak kosong dan * suatu operasi yang didefinisikan
di G. Operasi * disebut operasi biner di G jika untuk setiap a,b € G berlaku axb € G
(G bersifat tertutup terhadap operasi ). Suatu G disebut membentuk semigrup
terhadap operasi * jika untuk setiap a,b,c € G berlaku a * (b * ¢) = (a*b) x ¢ (G
bersifat asosiatif terhadap operasi biner ).

Definisi 3.1. [3] Semigrup terurut parsial secara negatif (NPO semigrup) adalah

suatu himpunan S dengan terurut parsial 7 =< 7 dan suatu operasi biner 7 e
sedemikian sehingga untuk semua x,y,z € S berlaku

(i) (roy)ez==ze(yez).
(ii) Jikax <y maka xez<yez danzex < zey.
(ii) coy = x dan v ey < y.

Definisi 3.2. [J] Semigrup terurut parsial secara negatif (S,=<,e) dikatakan imp-
likatif (NPO semigrup implikatif ), jika terdapat operasi biner x : Sx.S — S sehingga
untuk setiap elemen x,y,z di S berlaku

(iv) z < x xy jika dan hanya jika z e x < y.

Untuk penyederhanaan istilah, NPO semigrup implikatif disebut sebagai semi-
grup implikatif saja.

Definisi 3.3. [3] Sebuah semigrup implikatif (S, =, e,*) dikatakan komutatif jika
memenuhi

(v) T oy =yex untuk semua x,y € S, artinya (S, o) adalah semigrup komutatif.

Contoh 3.4. Misalkan S = {1, a,b, ¢, d,0} dan didefinisikan operasi terurut parsial
di S sebagai berikut.

(1) 0xb=za=x1.
(2) 0xd=a=x1.
(3) 0<d=<c=1.

Definisi relasi terurut parsial <, dapat juga disajikan diagram Hasse sebagaimana
yang diperlihatkan pada Gambar 1.

Tabel 1 dan 2 berikut adalah definisi dari operasi biner e dan * di S yang
merupakan semigrup implikatif.

Tabel 1. Definisi operasi e di S
a b ¢ d 0

S a6 T o
O a0 T o =
o O e T T o
o oo T T o
S A0 O A0
S O Ao O QA
o O O O o o




Suatu Kajian Tentang Penyaringan Terurut dari Semigrup Implikatif 3

Gambar 1. Diagram Hasse untuk S=1{1, a, b, ¢, d, 0}

Tabel 2. Definisi operasi * di S

11 a b ¢ d 0
11 a b ¢ d 0
all 1 a ¢ ¢ d
b1 1 1 ¢ ¢ ¢
c|1l a b 1 a b
d|{1 1 a 1 1 a
ojf1 1 1 1 1 1

Proposisi 3.5. [5] Misalkan S sebuah semigrup
z,y,z €S, berlaku :

(1) z =1, dimana x xx := 1,2 = 1%z,

(2) x 2y« (zey),

(3) x < xx* a2

(4) 2y =,

(5) jika x <y makaxxz > yx*xz dan zxx <X zxy,
(6) x =y jika dan hanya jika x xy =1,

(7) wx(yrz) = (@oy) s,

implikatif maka untuk setiap

8) jika S adalah komutatif maka x xy < (s e x) * (s e y) untuk semua s dalam S.
(-

Sekarang perhatikan sifat dasar dari suatu semigrup implikatif komutatif, yang
mengikuti Definisi 3.2(v) dan Proposisi 3.5(1) dan Proposisi 3.5(7).

Proposisi 3.6. [3] Jika S adalah suatu semigrup implikatif komutatif, maka untuk

setiap x,y,z € S, berlaku

(a) xx(y*xz)=yx*(xx*z),
(b) yxz=(xxy)=*(xx2),
(c) v = (v xy)*y.

4. Penyaringan terurut dari semigrup implikatif

Misalkan S adalah suatu semigrup implikatif. Dalam bagian ini diberikan definisi
dan proposisi tentang penyaringan terurut dari .S, dan hasil-hasil utama tentang
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penyaringan terurut dari S.

Definisi 4.1. [5] Misalkan F suatu himpunan bagian tak kosong dari S. Maka F
disebut penyaringan terurut dari S jika

(F1) x ey € F untuk setiap x,y € F, artinya adalah bahwa F suatu subsemigrup
dari S.
(F2) Jika x € F dan x <y, maka y € F.

Proposisi 4.2. [3] Suatu himpunan bagian tak kosong F di S adalah suatu pe-
nyaringan terurut jika dan hanya jika berlaku:

(F3) 1€ F
(F4) x+y € F dan x € F berakibat y € F.

Bukti. (=) Pertama dibuktikan (F'3). Andaikan F' adalah suatu penyaringan ter-
urut di S. Berdasarkan Proposisi 3.5(1), z = 1V z € S dan berdasarkan (F2)
diperoleh 1 € F.

Berikut akan dibuktikan (F'4). Untuk setiap x,y € S, diketahui bahwa z %y <
x *x y (sifat refleksif). Dengan menggunakan Definisi 3.2(iv), maka (z xy) e z < y.
Misal  xy € F dan « € F. Berdasarkan (F'1), diketahui bahwa (z xy) e x € F'.
Berdasarkan (F2), maka y € F. Jadi, terbukti bahwa jika ¢ xy € F dan « € F
berakibat y € F'.

(<) Berikut ini akan dibuktikan (F2). Misal F memenuhi (F3) dan (F'4). Jika
x € F dan z < y, maka dengan menggunakan Proposisi 3.5(6) diperoleh x * y =
1 € F. Dari (F4), maka y € F. Oleh karena itu F bersifat jika z € F dan z < y,
maka y € F. Jadi (F2) terbukti.

Selanjutnya akan dibuktikan (F'1). Misal x,y € F dan berdasarkan Proposisi
3.5(2) diperoleh y * (x e y) € F. Berdasarkan (F4) maka diperoleh x e y € F. Jadi,
(F1) terbukti.

Diperoleh bahwa F adalah suatu penyaringan terurut. O

Pada bagian ini akan dikaji mengenai pembuktian proposisi dan teorema yang
berkaitan dengan penyaringan terurut dari semigrup implikatif.

Proposisi 4.3. [9] Jika S adalah komutatif, maka x € Sy, (x,y) untuk setiap z,y €
S dan n € N.

Bukti. Untuk sebarang z,y € S dan n € N, berlaku

Vs (z# (y * x)),

"Ly ((x @ y) * x), (Proposisi 3.5(7)),
R (<y ° .’1?) * :13)7 (Deﬁnisi 3.3(U));
"1 (y* (z x x)), (Proposisi 3.5(7)),

y* 1), karena zxx =1,

ax (yxax) =a""

=T

=X *
:xn—l*

= 2" ! % 1, (Proposisi 3.5(1) dan (6)),
=1.
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Jadi x € Sy (x,y). |

Proposisi 4.4. [3] Jikay € S bersifat yxz = 1 untuk setiap z € S, maka Sy, (z,y) =
S = Sp(y, x) untuk setiap v € S dan n € N.

Bukti. Jikay € S bersifat yxz = 1 untuk setiap z € S, akan ditunjukkan S,,(z,y) =
S = S, (y,x) untuk setiap z € S dan n € N.

(1) Akan dibuktikan S = S, (z,y).
Akan ditunjukkan bahwa S, (z,y) C S. Ambil z € S, (z,y). Akan dibuktikan
z € S. Berdasarkan definisi, S, (x,y) := {z € S|a” * (y * z) = 1}. Jelas bahwa
z€ S. Jadi S, (x,y) C S.
Akan ditunjukkan bahwa S C S, (z,y). Ambil z € S. Akan dibuktikan z €
Sn(x,y). Sp(z,y) = ™ * (y * z), diketahui y * z = 1 maka 2" * 1 = 1. Jadi S C
Sn(z,y). Sehingga karena S, (z,y) C S dan S C S, (x,y), maka S = S, (z,y).
(2) Akan dibuktikan S = S, (y, x).
Akan ditunjukkan bahwa S, (y,z) C S. Ambil z € S, (y,z). Akan dibuktikan
z € S. Berdasarkan definisi, Sy, (y,z) := {z € S|y" * (z * z) = 1}. Jelas bahwa
z€ S. Jadi S, (y,z) C S.
Akan ditunjukkan bahwa S C S,(y,z). Ambil z € S. Akan dibuktikan z €
Sn(y, x).

— y’n,—
=y s (% (1)).

Karena diketahui y*z =1 =9""1%1 =1, maka S C S, (y, ). Sehingga karena
Sn(y,z) C S dan S C S, (y,z), maka S = S, (y, ).

Dari (1) dan (2) terbukti bahwa S(z,y) =S = S(y, x). |

Teorema 4.5. [3] Misalkan a € S dan n € N. Maka S,(1,a) adalah suatu pen-
yaringan terurut di S jika dan hanya jika a < z bilamana a < y dan a < y * z,
untuk setiap y,z € S.

Bukti. (=) Andaikan bahwa S, (1, a) adalah penyaringan terurut di S. Misal y, z €
S,a <Xydan a X y*z Maka 1" (axy) = axy =1 dan 1"« (ax (y * 2) )= ax
(y * z)= 1. Berdasarkan definisi S, (x,y) maka y € S,(1,a) dan y x z € S,(1,a),
mengakibatkan z € S,,(1,a), artinya 1 = 1" % (a* 2) = a* 2. Ini menunjukkan bahwa
a=z.
(<) Sebaliknya, asumsikan bahwa a < y dan a < yx*z berakibat a < z untuk setiap
y, z € S. Misal u, v € S sedemikian sehingga u x v € S, (1,a) dan u € S,,(1,a).
Maka 1 = 1" % (a* (uxv)) = a* (u*v) dan 1 = 1" * (a * u) = a * u. Berdasarkan
Proposisi 3.5(6) diperoleh a < u* v dan ¢ < u. Ini mengakibatkan a < v, sehingga
1=1" % (a*v) = a*v. Dengan demikian v € S,,(1,a).

Kemudian akan ditunjukkan bahwa 1 € S, (1,a).
Sn(x, y):= {z€ S|a"x (y x z)= 1}.
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Sn(l, a):i= {z€ S|1™* (a* z)=1}.
Jadi, 1 € S,,(1,a). Sehingga S, (1, a) adalah penyaringan terurut di S.
O

Teorema 4.6. [5] Jika pada S berlaku hukum distributif kiri terhadap operasi” *”
maka Sy, (a,b) adalah penyaringan terurut di S untuk setiap a,b € S dan n € N.

Bukti. Misalkan x,y € S sehingga zxy € S,, (a,b) dan x € S,, (a,b). Menggunakan
hukum distributif kiri, sehingga:
l=a"*(bx(zxy))

=a"x((bxx)x*(bxy))

=a" s ((ax(bxx))*(ax(bxy)))

= (a" x (bxx))* (a" * (bxy))

=1x(a"*(bxy))

=a"x(bxy)
Jadi y € S, (a,b).
Oleh karena itu Sy, (a,b) adalah penyaringan terurut di S. O

Teorema 4.7. [3] Misal F suatu himpunan bagian tak kosong dari suatu semigrup
implikatif komutatif S. Maka F adalah penyaringan terurut di S jika dan hanya
jika Sy (a,b) C F untuk setiap a,b € F dan n € N.

Bukti. Asumsikan bahwa F' adalah penyaringan terurut di S dan misal a,b € F
dan n € N. Jika z € S, (a,b), maka a™ x (bxx) =1 € F. Karena a,b € F, dengan
menggunakan (F4) kita mempunyai « € F. Sehingga S, (a,b) C F' .

Sebaliknya, andaikan bahwa S,,(a,b) C F untuk setiap a,b € F dan n € N. Catat
bahwa 1 € S,,(a,b) C F. Misal x,y € S sehingga z xy € F dan x € F. Maka

n—1

o ((wxy)xy) = 3" (zx ((zxy) *y)),
=2" e ((zxy) * (zxy)),
=az" 11,
=1.
Jadi y € Sy, (z,x xy) C F. Sehingga F' adalah penyaringan terurut di S. |

Teorema 4.8. [J] Jika F' adalah penyaringan terurut dari suatu semigrup implikatif
komutatif S, maka F' = Ug per Sy (a,b) untuk setiap n € N.

Bukti. Misalkan F' suatu penyaringan terurut dan misal € F'. Jelas x € S, (z,1),
dan sehingga F' C UyepSy(z,1) C Ug perSn(a,b). Sekarang misalkan y € Uy perSn
(a,b). Lalu terdapat u,v € F sehingga y € S,, (u,v). Berdasarkan dari Teorema 3.8
dapat diperoleh bahwa y € F sehingga Ug perSy, (a,b) C F. |

Akibat 4.9. [5] Jika F adalah penyaringan terurut dari suatu semigrup implikatif
komutatif S, maka F = UaepSy(a, 1) untuk setiap n € N.
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5. Contoh Penyaringan terurut pada semigrup implikatif

Berikut akan diberikan contoh penyaringan terurut yang dapat ditunjukkan dari
definisi dan proposisi penyaringan terurut dan dari suatu himpunan bagian S.

Contoh 5.1. Misalkan S = {1,a,b,c,d,e, f,g} dan didefinisikan operasi terurut
parsial di S sebagai berikut :

Dari definisi relasi terurut parsial <, dapat juga disajikan diagram Hasse berikut
sebagaimana yang diperlihatkan pada Gambar 2.

f d

Gambar 2. Diagram Hasse untuk S = { 1, a, b, ¢, d, e, f, g }.

Tabel 3 dan 4 berikut adalah definisi dari operasi biner e dan % di S.

Tabel 3. Definisi operasi o di S.
e|1 a b ¢ d e

QR o Q0 T o=
QR - O &0 T o =
R 00 © A& 0O A
0] 0] Q- T AT
R = ® 0@ O - 0o O
0] 0% 08 A.0”] A A A
09 00 @ 09 @ 09 @ O
R 0@ 0Q + 09 +s|
0Q 00 0” 00 O0” O0° O0” O0° (09
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Tabel 4. Definisi operasi * di S

x| 1 a b ¢ d e f g
111 a b ¢ d e f g
all 1 b ¢ b ¢ f f
b|1l a 1 ¢ a e c¢ e
c|1l a b 1 d a b d
d|{1 1 1 ¢ 1 ¢ ¢ c
el/1l1 1 b 1 b 1 b b
fl|]1 a 1 1 a a 1 a
g1 1 1 1 1 1 1 1

Dengan menggunakan definisi dan proposisi penyaringan terurut, maka F; = {1},
F2 = {].,CL}, F3 = {]-7b}7 F4 = {176}7F5 = {17a7b7d}7 FG = {]—7(]’7076}7 F7 -
{1,b,¢, f}, Fs =S ={1,a,b,¢,d,e, f, g} adalah penyaringan terurut dari S.
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