Jurnal Matematika UNAND
Vol. 3 No. 1 Hal. 27 — 34

ISSN : 2303-291X
©Jurusan Matematika FMIPA UNAND

REPRESENTASI KANONIK UNTUK FUNGSI
KARAKTERISTIK DARI SEBARAN TERBAGI TAK
HINGGA

EKA RAHMI KAHAR, DODI DEVIANTO

Program Studi Matematika,
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Andalas,
Kampus UNAND Limau Manis Padang, Indonesia,
eicha.rhahmi@yahoo.com

Abstrak. Fungsi karakteristik dari sebaran terbagi tak hingga dapat dikarakterisasi ke
dalam suatu formula umum yang disebut sebagai representasi kanonik fungsi karakter-
istik sebaran terbagi tak hingga. Representasi kanonik tersebut dapat dilakukan dengan
menentukan ukuran Levy dari sebaran yang bersesuaian. Sebaran Normal dan Sebaran
Eksponensial merupakan sebaran terbagi tak hingga sehingga dapat dibentuk represen-
tasi kanonik fungsi karakteristiknya.

Kata Kunci: Representasi kanonik fungsi karakteristik, sebaran terbagi tak hingga, se-
baran normal, sebaran eksponensial

1. Pendahuluan

Keterbagian tak hingga suatu sebaran dapat ditentukan melalui peubah acaknya
atau fungsi karakteristiknya. Keterbagian tak hingga berdasarkan peubah acak
dapat dilihat sebagai keterbagian suatu peubah acak menjadi peubah-peubah
acak yang saling bebas dengan sebaran yang sama. Peubah acak X dikatakan
terbagi menjadi n jika terdapat peubah-peubah acak yang identik dan saling bebas
X1, X5, -+, X, sedemikian sehingga X = X7 + X + - + X,,. Selanjutnya, suatu
fungsi sebaran F dengan fungsi karakteristik ¢ adalah terbagi tak hingga jika untuk
setiap bilangan bulat positif n terdapat fungsi karakteristik ,, sedemikian sehingga
©(t) = [on(t)]™ untuk setiap ¢t € R [4]. Fungsi karakteristik dari sebaran terbagi tak
hingga dapat dikarakterisasi ke dalam suatu formula umum yang disebut sebagai
representasi kanonik fungsi karakteristik sebaran terbagi tak hingga.

Pengkarakterisasian fungsi karakteristik sebaran terbagi tak hingga diusulkan
pertama kali oleh Bruno de Finetti (1929), yang kemudian dilanjutkan oleh Kol-
mogorov (1932) untuk kasus momen kedua terbatas dan kemudian diturunkan oleh
Levy-Khinchine (1937) sehingga menghasilkan suatu formula umum yang disebut
Representasi kanonik fungsi karakteristik sebaran terbagi tak hingga [3,6]. Paper ini
memberikan kajian representasi kanonik fungsi karakteristik untuk sebaran terbagi
tak hingga serta penggunaannya pada keterbagian tak hingga Sebaran Normal dan
Sebaran Eksponensial.
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2. Sebaran Terbagi Tak Hingga

Berikut ini akan dibahas mengenai definisi dan teorema dari fungsi sebaran terbagi
tak hingga.

Definisi 2.1. [7] Suatu fungsi sebaran F dikatakan terbagi tak hingga jika untuk
setiap bilangan bulat positif n, terdapat suatu fungsi sebaran F,, sedemikian sehingga
F adalah konvolusi n kali dari F,, dengan dirinya sendiri, yaitu F' = F,, % --- % F},

(n kali).

Selain itu keterbagian tak hingga dapat dilihat berdasarkan fungsi karaktiris-
tiknya. Berikut diberikan definisi dari fungsi karakteristik kemudian dilanjutkan
dengan definisi sebaran terbagi tak hingga berdasarkan fungsi karakteristik.

Definisi 2.2. [1, 2] Jika X suatu peubah acak dengan fungsi kepekatan peluang f(x)
dan fungsi sebaran kumulatif F(x), maka fungsi karakteristik px (t) dari peubah acak
X didefinisikan sebagai berikut

ox(t) = E[eitX] = / )

dimana t € R, i =+/—1 dan e*X = costX +isintX.

Berdasarkan definisi fungsi karakteristiknya, suatu fungsi sebaran F dengan
fungsi karakteristik ¢ adalah terbagi tak hingga jika untuk setiap bilangan bu-
lat positif n terdapat fungsi karakteristik ¢,, sedemikian sehingga ¢(t) = [p,(t)]"
untuk setiap ¢ [2].

3. Representasi Kanonik Fungsi Karakteristik Sebaran Terbagi
Tak Hingga

Berikut diberikan lema dan teorema mengenai representasi kanonik dari fungsi
karakteristik sebaran terbagi tak hingga.

Lema 3.1. [5] Misalkan ¢(t) adalah suatu fungsi karakteristik terbagi tak hingga.
Maka terdapat suatu barisan dari fungsi ¢, (t) sedemikian sehingga

lim (1) = 6(t) = na(t). (3.1)

n— oo

Bukti. Karena untuk n — oo,

n (lpl0)F 1) = (exp [(;) M - 1> _ d’“”(i) <¢<2t!>>2+<;>2 GO

maka diperoleh

o(t) = lim n (pp(t)ﬁ - 1). (3.2)

n—oo

Berdasarkan asumsi, ¢(t) adalah fungsi karakteristik terbagi tak hingga, maka
[o(t)]* merupakan suatu fungsi karakteristik. Misal dinotasikan fungsi sebaran yang
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bersesuaian adalah F,,(z), maka

oo

n (le@) 1) = nit/oo A () + n/

o0

N (3.3)
Misalkan ditulis,
o T g2
= [ @, A =n [ aR)
On(t) = Ynit + /_ O:O (em —1- ;ﬁ;) 1:72””2615”(95) (3.4)
maka dari (3.2) — (3.4) terbukti bahwa terdapat ¢, (¢) sedemikian sehingga
Tim 6,(t) = 6(t) = I p(1). 0

Lema 3.2. |7 Jika A(z,t) didefinisikan untuk x € (—o0,0) U (0,00) dan t €
(—00, +00) dengan

| ite it 1+ 22

O e

maka lim,_,o A(z,t) = _th

Bukti. Lema ini dapat dibuktikan dengan menggunakan
A it2)2 i+2)3
eltW:1+itx+M+M+.... 0
2! 3!
Teorema 3.3. [7] (Representasi Kanonik Levy-Khinchine) Suatu fungsi ¢
adalah fungsi karakteristik dari suatu fungsi sebaran terbagi tak hingga jika dan
hanya jika terdapat suatu bilangan real v dan fungsi takturun terbatas B yang ter-

definisi pada (—o0,4+00) sedemikian sehingga

o(t) = exp [ivt + /

— 00

oo

2

itx 1+ 22
1422

(exp [ite] — 1 — dﬁ(m)] , (3.5)
dimana integran terdefinisi pada x = 0 dengan kontinuitas menjadi _th Represen-
tasi kanonik pasangan (v, 8) ini tunggal.

Bukti. (=) Misalkan ¢ adalah fungsi karakteristik dari suatu fungsi sebaran
terbagi tak hingga. Akan ditunjukkan terdapat suatu bilangan real v dan fungsi
takturun terbatas 8 yang terdefinisi pada (—oo, +00) sedemikian sehingga

. 1 2
p(t) = exp [WH /m . T;Q) ?dﬁ(w)] :

o0

(exp [ita] — 1 —
x
dimana integran terdefinisi pada x = 0 dengan kontinuitas menjadi _Ttr“

Misalkan F,, adalah fungsi sebaran yang bersesuaian dengan fungsi karakteristik
©n, dimana [¢,(t)]" = ¢(t) untuk setiap bilangan bulat positif n dan misalkan
ditulis

t 2 oo 2
; 1
By (t) = n / T 4F, (x) dan I, (t) = / (@ —1) 205, (@) (3.6)

Co Ltz oo 2
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Maka dengan menggunakan Lema 3.1 diperoleh lim,,_, I, (t) = In ¢ (¢). Kemudian,
jika "bagian rill” dinotasikan dengan Re, maka
o9 1 2
lim Re I, (t) = lim (cos (tz) — 1) Rk

n—00 n—oo f_

N 2 (@) =Ine(®)]. (3.7
Karena f3,, (—o0) = 0 dan dengan menggunakan persamaan (3.7), diperoleh bahwa
By, terbatas dan flw\ZT dB, (z) < e. Sehingga terdapat subbarisan dari {3,} yang
konvergen lengkap. Misal subbarisan tersebut adalah {3, } dan misalkan terdapat
suatu fungsi tak turun terbatas g sedemikian sehingga 5, 5 B. Untuk ¢ tertentu,
A(x,t) seperti yang didefinisikan pada Lema 3.2 adalah fungsi kontinu terbatas

pada x. Sehingga

/Oc Az, t)dB,, (x) — /00 Az, t)dp (), k — oo.
Misalkan ditulis
e = / %dﬁnk (2) = s / L _gp, (), (3.8)

2 Tk
—0o0 —oo]-+‘r

maka diperoleh

= [ " A, 0)dBa, (2) + ity

Sehingga terdapat bilangan riil v sedemikian sehingga ~,, — v untuk k£ — oco.
Karena I, (t) — Iny (t) untuk k — oo, maka ¢ (t) = exp [ivt + [ A(z,t)dB, (z)]
yang membuktikan bahwa ¢ (t) dapat direpresentasikan menjadi persamaan (3.5).
(<) Misalkan terdapat suatu bilangan riil v dan fungsi takturun terbatas 8 yang
terdefinisi pada (—oo, +00) sedemikian sehingga berlaku persamaan (3.5), dimana
integran terdefinisi pada = 0 dengan kontinuitas menjadi %t? Akan ditunjukkan
bahwa ¢ fungsi karakteristik dari suatu fungsi sebaran terbagi tak hingga.
Perhatikan dua kasus berikut:
Kasus 1. Misalkan 0 < A\ = f:o(l—kfiz Ltz® 73 (x) < 00, I = (—00,0) U (0, 00),
H(z) =1 fm(_w@) 122 43 (z), dan 02 = B (+0) — 8 (—0) . Maka H adalah fungsi

x2
sebaran, dan jika h (t) adalah fungsi karakteristik dari fungsi sebaran H, maka

242

@ (t) =exp {iv’t -

AR - D)

dimana ¥’ = v— [, (2) dB (z). Hal ini menunjukkan bahwa ¢ (t) adalah suatu fungsi
karakteristik dari sebaran terbagi tak hingga.

Pada kasus A = 0, 02 > 0, maka ¢ (t) adalah fungsi karakteristik dari sebaran
N (v',0?) yang menunjukkan bahwa ¢ (t) adalah suatu fungsi karakteristik dari
sebaran terbagi tak hingga.

Kasus 2. Misalkan [, (1‘;5”2) dp (z) = oo, dan misalkan {z,} adalah suatu barisan

bilangan positif sedemikian sehingga x, > x,41 untuk semua n dan z,, — 0 untuk

n — 0.
Misalkan ditulis A; = (—oo, —z1]U[z1,00) dan 4,, = (—Zp—1, —Zn]U[Tn, Tn_1),
2
untuk n = 2,3,--- dan sehingga dapat didefinisikan A, = [, +EF=df(z) > 0,

172
untuk setiap n.
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Perhatikan bahwa (—oco,0) U (0,00) = I = |J;-; A,,. Misalkan

1 2
F,(z) =" / +2x dp (),
A, N(—o0,z] z
maka jelas bahwa Fj, suatu fungsi sebaran.

Misalkan {Z, X, ;,Y,,n=1,2,--- ,j =1,2,---} adalah peubah acak saling be-
bas sedemikian sehingga Z adalah peubah acak dari sebaran N (0, 02), fungsi se-
baran dari peubah acak X, ; adalah F;,, dan Y;, adalah peubah acak Poisson dengan
E[Y,] = \..

Misalkan

n

n 1

Xo=(+2)+ (Z et ) = 30 [ () dﬁ(x)> 7
m=1 m=1 Am

maka dengan memisalkan ¢ x, ; adalah fungsi karakteristik dari peubah acak X, j,

diperoleh fungsi karakteristik dari peubah {X,,} sebagai berikut

242 —Tn [ee]
on (t) = exp [ivt—UJJr/oo +/xn A(xvt)dﬁ(w)},

dengan A(x,u) seperti yang didefinisikan pada Lema 3.2. Sehingga jelas bahwa
©n, (t) merupakan fungsi karakteristik dari sebaran terbagi tak hingga dan ¢, (t) —
¢ (t) untuk n — oo pada semua ¢. Oleh karena itu, diperoleh bahwa ¢ (t) adalah
fungsi karakteristik dari sebaran F dan F,, < F, sehingga fungsi sebaran F terbagi
tak hingga yang membuktikan bahwa ¢ (t) adalah fungsi karakteristik dari suatu
fungsi sebaran terbagi tak hingga.

Selanjutnya akan ditunjukkan representasi kanonik pasangan (v, ) diatas tung-
gal, yaitu cukup dengan menunjukkan ketunggalan dari 8. Misalkan ditulis

t+1
—6 (1) :/t In o (7) dr — 210 (1)

Maka jelas bahwa ¢ secara tunggal menentukan ¢ dan diperoleh

o (t) = 2/00 exp (itz) (1 B sir;a;> 1+ 22

2
o T

dg (z) .

Karena (1 — %) 1;—252 > 0 untuk setiap x, maka jika didefinisikan

vw=2 [ (1—Si“y)1+y2dﬁ<y>,

—oo Yy y?

diperoleh

o (u) = / exp (itz) d® (x) .
(Catatan : ® adalah fungsi takturun karena ® merupakan integral dari fungsi tak
negatif).

Karena integral yang menfinisikan ® adalah positif, maka ® secara tunggal
menentukan 3. Sehingga ¢ secara tunggal menentukan S dan ~. O



32 FEka Rahmi Kahar, Dodi Devianto

Teorema 3.4. [7] (Representasi Kanonik Levy) Suatu fungsi f adalah fungsi
karakteristik dari suatu fungsi sebaran terbagi tak hingga jika dan hanya jika ter-
dapat konstanta v dan fungsz' M wyang terdefinisi pada (—oo,0) U (0,00) yang tak
turun pada (—o00,0) dan (0,00) dan memenuhi M(—o0) = M(c0) =0 dan

/ / 2clM < 00,
sedemikian sehingga

o(t) = explint — —— —I—/ / (explitx] — 1 —

)M @) (39)

Representasi kanonik tripel (v, 0%, M) ini tunggal.

Teorema Representasi Levy jelas ekuivalen dengan Teorema Representasi Levy-
Khinchine dengan menggunakan hubungan

foo L% 48(y), untuk x> 0

x

M (x) :{ far 1+u dB(y), untuk x < 0

0o y?

Formula (3.9) di atas disebut sebagai Representasi Kanonik Levy dari ¢(t), dimana
M (zx) disebut sebagai ukuran Levy.

4. Representasi Kanonik Fungsi Karakteristik Sebaran Normal
dan Sebaran Eksponensial

4.1. Sebaran Normal

Misalkan X ~ N(u,0?) dengan fungsi kepekatan peluang

1 (z — p)?
X
V2ro? 202

dimana p dan o2 adalah konstanta —00 < p1 < 00, 02 > 0. Maka fungsi karakter-

|, untuk —oo <z < o0,

istiknya adalah () = exp (z,ut ) Karena untuk sebarang bilangan bulat n,

@] yaitu fungsi karakteristik dari sebaran N (& ;2)

terdapat ¢, (t) = exp [M -
sedemikian sehingga berlaku ¢(t) = [p,(¢)]™, maka Sebaran Normal merupakan
sebaran terbagi tak hingga. Perhatikan bahwa fungsi karakteristik Sebaran Normal
di atas dapat ditulis sebagai berikut

(1) = exp (zut _oe /_O / (exp lita] — 1 — 1?;) d[O]) .

Sehingga fungsi karakteristik Sebaran Normal dapat dibentuk ke dalam Represen-
tasi Kanonik Levy dengan v = p, 02 = 02, dan M (x) = 0.

4.2. Sebaran Eksponensial

Misalkan X ~ exp(f) dengan fungsi kepekatan peluang

1
flx) = 56_1/9, x> 0.
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Maka fungsi krakteristiknya adalah

o(t) = E[e"X] = / e -e o dr =
0

1
Karena untuk sebarang bilangan bulat n, terdapat o, (t) = ((1—71;759)) " yaitu fungsi
karakteristik dari sebaran GAM (6, 1) sedemikian sehingga berlaku o (t) = [, (£)]",
maka sebaran Eksponensial merupakan sebaran terbagi tak hingga.
Perhatikan bahwa ¢, (¢f) merupakan fungsi karakteristik dari GAM (6, %), maka

fungsi sebaran yang bersesuaian untuk fungsi karakteristik tersebut adalah
1 o
F(z)= —uw— nlemu/0g

Selanjutnya, dengan menggunakan 3 dan - yang telah diperoleh pada pembuktian
Lema 3.1 dan Teorema 3.3, maka fungsi karakteristik sebaran Eksponensial dapat
dibentuk ke dalam Representasi Kanonik Levy-Khinchine dengan

S oo ,—x/6
v= lim v, = lim n/ i dF,(x) z/ c dx
0

Jim o= limn [ 1o i
dan
x y2 T Y )
8a) = tim fo(o) = i v [ Ear) = [ ey, oo

Kemudian, dengan menggunakan hubungan Representasi Kanonik Levy dan Re-
presentasi Kanonik Levy-Khinchine, perhatikan bahwa

F1+y’ Tl (e .
M) == [ s - - [ ([ e

oo 67y/6
@ )

Sehingga fungsi karakteristik dari sebaran Eksponensial dapat dibentuk ke

00 g~ w/f 2 _ —
0 Hde’ o° = 07 dan M(J)) =

dalam Representasi Kanonik Levy dengan v =

00 ¢—Y/0
-/, ——dy, ©>0.

5. Kesimpulan

Fungsi karakteristik dari sebaran terbagi tak hingga dapat dikarakterisasi ke dalam
suatu formula umum yang disebut sebagai representasi kanonik fungsi karakteristik
sebaran terbagi tak hingga. Jika suatu peubah acak X merupakan suatu sebaran
terbagi tak hingga, bentuk representasi kanonik untuk fungsi karakteristik dari se-
baran X adalah

o(t) = exp [mt + /

— 00

oo

2

itx 1+ 22
1422

(exp [ite] — 1 — dﬁ(m)] ,
dimana representasi kanonik pasangan (v, §) tersebut tunggal. Representasi kanonik
diatas dinamakan Representasi Kanonik Levy-Khinchine. Selain Representasi
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Kanonik Levy-Khinchine terdapat bentuk representasi kanonik yang lain dari se-
baran tebagi tak hingga, yaitu disebut dengan Representasi Kanonik Levy. Ben-
tuk Representasi Kanonik Levy untuk fungsi karakteristik dari sebaran terbagi tak
hingga adalah sebagai berikut

o(t) = exp {Wt— — + /_0 / (emp lita] — 1 — 1?22) dM(x)] .

dimana Representasi Kanonik Levy ini ekivalen dengan Representasi Kanonik Levy-
Khinchine, yaitu dengan menggunakan hubungan

- fxoo 1ty® dB(y), untuk z > 0
M(z) —{ N 1+y dB(y), untuk = >0

oo y?

Representasi kanonik tripel (v, 02, M) di atas juga tunggal.

Sebaran normal dan sebaran eksponensial adalah sebaran terbagi tak hingga
dimana fungsi karakteristiknya dapat dibentuk kedalam Representasi Kanonik Levy.
Sebaran normal mempunyai representasi Kanonik Levy dengan v = i, 02 = 02, dan
M (z) = 0. Sementara itu, sebaran eksponensial mempunyai representasi Kanonik

> 81;;/2 dz, 02 =0, dan M(z) = — [° 6_5/9 dy, x> 0.

Levy dengan v = [,
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