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Abstrak. Suatu injeksi total dari suatu graf dengan himpunan titik V' dan himpunan
sisi E adalah suatu pemetaan bijektif dari V U E ke bilangan bulat positif N. Suatu
injeksi total dikatakan injeksi total ajaib jika terdapat ”konstanta ajaib” h dan k dimana
h adalah jumlah dari setiap label titik dengan label yang bersisian dengan sisi dan k
adalah jumlah dari setiap label sisi yang bersisian dengan titik. Total defisiensi dari
injeksi total ajaib dengan label maksimum M adalah M — V — E. Suatu injeksi total
ajaib dengan defisiensi 0 dinamakan suatu pelabelan total ajaib. Pada tulisan ini akan
dikaji kembali paper [6] yang membahas tentang injeksi total ajaib pada gabungan graf
bintang K1,s dengan graf UmK3, untuk m genap.

Kata Kunci: Graf bintang, graf segitiga, injeksi total ajaib, injeksi total

1. Pendahuluan

Misal terdapat G = (V, F) dengan v = |V| dan e = |E|. Suatu injeksi total dari G
adalah sebuah pemetaan bijektif dari V' U E ke himpunan bilangan bulat positif.
Jumlah label yang terkait dengan elemen graf disebut dengan bobot. Misal terdapat
sisi e = zy di suatu graf G, maka bobot sisi e, dinotasikan dengan w(zy) adalah
jumlah label sisi e dan label titik x dan y, atau dapat dituliskan

w(zy) = Az) + Azy) + A(y). (1.1)

Misal terdapat titik = di suatu graf GG, maka bobot titik x, dinotasikan dengan
w(x) adalah jumlah label titik z dan label semua sisi yang terkait dengan titik x,
atau dapat dituliskan

w(z) = A(x) + A(zy). (1.2)
Suatu pemetaan bijektif dari injeksi total A dari G dikatakan sebagai :

(a) suatu injeksi titik ajaib jika terdapat suatu konstanta titik h, dinamakan
sebagai bobot titik, sehingga untuk setiap titik x berlaku,

M) + Eyen@Alzy) = h, (1.3)
dimana N (z) adalah himpunan tetangga dari x.
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(b) suatu injeksi sisi ajaib jika terdapat suatu konstanta sisi k, dinamakan
sebagai bobot sisi, sehingga untuk setiap sisi xy,

Az) + May) + AMy) = k. (1.4)
(c) suatu injeksi total ajaib apabila A memenuhi syarat injeksi titik ajaib
dan injeksi sisi ajaib.

Total defisiensi dari suatu injeksi total ajaib dengan label terbesar M adalah
M —V —E. Suatu total defisiensi (total deficiency) dari suatu graf G adalah defisiensi
terkecil dari semua injeksi total ajaib dari G. Dalam injeksi total ajaib digunakan
label 1,2,...,m. Suatu pelabelan total ajaib adalah suatu injeksi total ajaib dengan
total defisiensi 0.

2. Injeksi total ajaib

Diberikan graf bintang K ,, untuk suatu bilangan bulat positif s, serta sebanyak
m buah graf lengkap dengan tiga titik K3, atau dinamakan graf segitiga. Kemudian
dibentuk graf baru yang merupakan gabungan dari graf K; s dengan m graf K3
sehingga ditulis K5  UmKs, dengan m genap.
Himpunan titik dan himpunan sisi dari m K3 didefinisikan oleh :
V(mKs) = {zi,yi, zi|1 <i<m}
E(mKs) = {zy;, xizi, yizi|l <0 <m},
sedangkan himpunan titik dan sisi dari K; ; didefinisikan oleh :
V(Kis) ={r,wi,we, - ws} ={r}U{w|l <i<s}
E(Ki ) = {rwl <i<s}.
Selanjutnya akan dikaji injeksi total ajaib pada graf K; ¢ UmK3, yaitu dengan

memperlihatkan bahwa K; sUmK3 adalah suatu injeksi total ajaib graf berdasarkan
lema dan teorema berikut ini.

Lema 2.1. [J] Untuk setiap bilangan bulat positif m dengan m genap, graf mKs
memuat suatu injeksi total ajaib dengan bobot titik 9m + 3 dan bobot sisi 9m + 2.

Bukti. Untuk setiap 1 < ¢ < m, konstruksikan label terhadap titik-titik dan sisi
di graf segitiga sebagai berikut.

Aly:) = {

{5m+1—i,igenap;
A
A
A

Im + 1 — i, i genap;
3m — 1, i ganjil.

6m + 2 — i, i ganjil.
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Selanjutnya diperoleh h = 9m + 3 dan k = 9m + 2. O

Lema 2.2. [3] Untuk semua bilangan bulat positif m dan s, terdapat injeksi total
ajaib dari mKs dengan bobot titik h dan bobot sisi k sehingga

ﬁ%FQ§2h—h (2.1)

dan setiap label lebih besar dari d =k — h.
Bukti. Berdasarkan Akibat 3.5 [3] telah ditunjukkan bahwa m K3 mempunyai in-

jeksi total ajaib, dengan bobot titik h = a dan bobot sisi £ = b dimana d = k — h.
Selanjutnya diperoleh injeksi total ajaib yang baru dari penambahan ¢ ke setiap

label titik, dimana
s(s+1) 9 b
c—max{d,23a+}. (2.2)

Diperoleh suatu injeksi total ajaib dengan h = a + 3c dan k£ = b + 3¢, dimana d
tidak berubah.

2h —k =2(a+ 3c) — (b+ 3¢)
= 2a+ 6¢c—b—3c

=2a—-b+3c
s(s+1) —2a+b
>2a—b+3<23a . (2.3)
Selanjutnya, dengan menggunakan (2.2) maka (2.3) menjadi
2hfk25“;1) O

Teorema 2.3. [ Untuk setiap m > 0 dan s > 1, K1  UmKj3 adalah graf yang
mempunyai injeksi total ajasb.

Bukti. Misalkan m > 0 dan s > 3. Misalkan terdapat injeksi dari segitiga yang
memenuhi Lema 2.2, dengan h = a dan k = b. Anggap a < b. Apabila h > k maka
diasumsikan bahwa k > h dengan melakukan proses rotasi. Proses rotasi pada graf
mK3 adalah suatu injeksi total ajaib yang diperoleh dari proses perputaran label-
label dalam segitiga satu langkah searah putaran jarum jam, sehingga label titik
menjadi label sisi dan sebaliknya. Kemudian diperoleh bahwa d =k — h > 0.

Kalikan setiap label dengan n, di mana n = @ + 1. Ini memberikan suatu
injeksi total ajaib dari segitiga dengan b’ = na, ¥’ = nb dan d = nb—na. Perhatikan
bahwa dari Lema 2.2, setiap label lebih besar dari d. Sekarang labeli titik pusat dari
bintang dengan d. Labeli sebanyak s — 1 sisi bintang dengan 1,2,...,s—1 dan titik-
titik yang bersesuaian dengan na — 1,na — 2,...,na — s + 1. Labeli sisi terakhir
dengan

s(s—1)
2 )

n(2a — b) — (2.4)
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dan label titik yang bersesuaian dengan

-1
n@f®+5@2). (2.5)
Dapat dilihat pada Gambar 2.8 berikut.
na-1 na-2
z, Zy
na-3
x1 ¥a Xm ¥Ym
na-4
| |
K1.s lTIka

Gambar 1. Injeksi total ajaib dari K1 s UmK3s.

Perhatikan bahwa tak satupun label ini habis dibagi n, sehingga jelas bahwa
label-label tersebut tidak digunakan dalam pelabelan dari segitiga atau pada titik
pusat. Dari syarat pada Lema 2.2 jelas bahwa

s(s—1) _ms(s+1) s(s—1)

n(2a — b) — 5 > 5 - > s. (2.6)
Oleh karena itu, semua label pada semua sisi akan berbeda. Selanjutnya, karena
na+5—1<nb+¥, (2.7)
diperoleh
n(2a —b) —s(s—1)/2 <na—s+1. (2.8)
Jelas bahwa dari pertidaksamaan (2.7) dan persamaan (2.8) diperoleh
s—1<n@—@+s“;”. (2.9)
Selanjutnya, dari Lema 2.2 diperoleh bahwa,
n(2a — b) > 2a — b,
> s(s;— 1)’
> 8(82_1) +s5—1.
Jadi diperoleh bahwa
na—s+1>nb—a)+s(s—1)/2. (2.10)

Ini berarti bahwa semua label-label berbeda, kecuali kemungkinan dari (2.8) dan
(2.10), yaitu

s(s—1)

8(3—1).

n(2a — b) — 5

dan n(b—a) +
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Asumsikan bahwa kedua label tersebut bernilai sama, yaitu

n(2afb)f¥:n(bfa)+

2
Maka,

<s(32— . 1) (3a—2b) = (s — 1),

atau dapat juga ditulis sebagai berikut.

<1+ 5(52—1)> (3a — 2b) = 2,

s(s—l).

(2.11)

(2.12)

(2.13)

dengan 0 < 3a — 2b < 2. Karena 3a — 2b adalah bilangan bulat, maka haruslah
3a — 2b = 1. Tapi, dari persamaan (2.13) diperoleh s = 2. Jadi haruslah berlaku

bahwa semua label berbeda.
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