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Abstrak. Misalkan G = (V,E) adalah graf terhubung dan c suatu k−pewarnaan

dari G. Kelas warna pada G adalah himpunan titik-titik yang berwarna i, dino-
tasikan dengan Si untuk 1 ≤ i ≤ k. Misalkan Π = {S1, S2. · · · , Sk} merupakan

partisi terurut dari V (G) kedalam kelas-kelas warna yang saling bebas. Berdasarkan
pewarnaan titik, maka representasi titik v terhadap Π disebut kode warna dari v,

dinotasikan dengan cΠ(v) dari suatu titik v ∈ V (G) didefinisikan sebagai k−pasang

terurut, yaitu:

cΠ(v) = (d(v, S1), d(v, S2), · · · , d(v, Sk))

dengan d(v, Si) = min{d(v, x)|x ∈ Si} untuk 1 ≤ i ≤ k. Jika setiap titik pada G memiliki

kode warna yang berbeda terhadap Π, maka c disebut pewarnaan lokasi. Banyaknya

warna minimum yang digunakan disebut bilangan kromatik lokasi, dinotasikan dengan
χL(G). Pada tulisan ini akan dibahas bilangan kromatik lokasi graf helm Hm dengan

3 ≤ m ≤ 9.
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1. Pendahuluan

Konsep bilangan kromatik lokasi merupakan perpaduan konsep pewarnaan titik

suatu graf dan konsep dimensi partisi suatu graf. Pewarnaan titik pada suatu graf

ialah pemberian warna ke semua titik pada graf dengan syarat setiap titik-titik

yang bertetangga harus memiliki warna yang berbeda. Banyaknya warna minimum

yang digunakan untuk pewarnaan lokasi pada suatu graf disebut bilangan kromatik

lokasi, dinotasikan dengan χL(G).

Bilangan kromatik lokasi diperkenalkan pertama kali oleh Chartrand dkk pada

tahun 2012. Chartrand dkk [1] memperoleh bilangan kromatik lokasi dari beberapa

kelas graf, di antaranya adalah χL(Cn) = 3 untuk n ganjil dan χL(Cn) = 4 un-

tuk n genap, dimana Cn adalah graf lingkaran dengan n titik. Asmiati dkk [2]

pada tahun 2012 memperoleh bilangan kromatik lokasi untuk graf kembang api.
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Pada tahun yang sama, Asmiati dan Baskoro [3] mengkarakterisasi semua graf

yang memuat siklus berbilangan kromatik lokasi tiga. Lalu, Welyyanti dkk [4] pada

tahun 2014 memperluas pengertian bilangan lokasi kromatik suatu graf, sehingga

dapat diaplikasikan pada semua jenis graf termasuk graf tak terhubung. Pada tahun

yang sama, Behtoei dan Anbarloei [5] membahas tentang bilangan kromatik lokasi

graf terhubung untuk graf Roda. Pada [6], Welyyanti dkk. membahas tentang titik

dominan pada suatu graf. Selanjutnya, pada [7] dan [8] dibahas tentang bilangan

kromatik lokasi graf tak terhubung dengan graf lintasan, lingkaran dan bintang

ganda sebagai komponen-komponennya.

Khusus untuk graf helm telah dikaji beberapa konsep graf pada graf tersebut.

Rahayu dan Kuswardi [9] pada tahun 2018 membahas tentang dekomposisi graf

helm. Lalu, Sancoko [10] pada tahun 2020 memperoleh pelabelan antiajaib jarak

pada beberapa kelas graf terkait graf helm.

Definisi teori graf yang digunakan pada penelitian ini diambil dari [11]. Graf

Lingkaran Cm merupakan graf terhubung yang mempunyai m titik yang setiap

titiknya berderajat 2, dengan V (Cm) = {x1, x2, · · · , xm}. Graf Roda Wm diperoleh

dari penambahan satu titik x dan m sisi {x0xi|1 ≤ i ≤ m} ke graf lingkaran. Pada

Gambar 1 diberikan graf roda Wm untuk m ≥ 3.

Definisi graf helm Hm dikutip dari [9]. Misalkan terdapat graf roda Wm dengan

himpunan titik dan himpunan sisi sebagai berikut.

V (Wm) = {x0, x1, · · · , xm},
E(Wm) = {x0x1 | 1 ≤ i ≤ m} ∪ {xjxj+1 | 1 ≤ j ≤ m− 1} ∪ {x1xm}.

Graf helm Hm dikonstruksi dengan cara menambahkan titik yi, 1 ≤ i ≤ m, yang

bertetangga dengan titik xi, 1 ≤ i ≤ m di graf roda Wm. Misalkan terdapat graf

Helm Hm dengan m ≥ 3, maka himpunan titik dan himpunan sisi graf Helm Hm

adalah sebagai berikut.

V (Hm) = {x0} ∪ {xi, yi | 1 ≤ i ≤ m}, (1.1)

E(Hm) = {x0x1 | 1 ≤ i ≤ m} ∪ {xjxj+1 | 1 ≤ j ≤ m− 1} ∪ {x1xm}
∪ {xiyi | 1 ≤ i ≤ m}. (1.2)

Untuk lebih jelasnya, graf lingkaran Cm, graf roda Wm dan graf helm Hm dapat

dilihat pada Gambar 1.

Misal c : V (G) → {1, 2, · · · , k} merupakan suatu pewarnaan titik di G. Misal

Si adalah himpunan titik yang diberi warna i, untuk 1 ≤ i ≤ k. Definisikan Π =

{S1, S2, · · · , Sk} sebagai himpunan kelas-kelas warna dari V (G). Kode warna cΠ(v)

dari v adalah k−pasang terurut

(d(v, S1), d(v, S2), · · · , d(v, Sk)),

dimana d(v, Si) = min{d(v, x)|x ∈ Si}, untuk 1 ≤ i ≤ k. Jika setiap titik yang

berbeda di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu Π, maka c disebut

pewarnaan lokasi dari G. Banyaknya warna minimum yang digunakan untuk pe-

warnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari G dan dinotasikan dengan

χL(G). Titik v ∈ V (G) disebut titik dominan jika d(v, Si) = 1 untuk v /∈ Si dan 0

untuk yang lainnya.
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Gambar 1. Graf Lingkaran Cm, Graf Roda Wm dan Graf Helm Hm untuk m ≥ 3.

Chartrand dkk. [1] memberikan teorema dasar bilangan kromatik lokasi suatu

graf. Teorema tersebut akan dijelaskan pada teorema-teorema di bawah ini. No-

tasikan N(v) sebagai himpunan yang berisi semua titik yang bertetangga dengan

v. Diperoleh Teorema 1.1 dan Akibat 1.2 berikut.

Teorema 1.1. [1] Misalkan c adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung G. Jika

u dan v adalah dua titik yang berbeda di G sedemikian sehingga d(u,w) = d(v, w)

untuk setiap w ∈ V (G) − {u, v}, maka c(u) 6= c(v). Secara khusus jika u dan v

titik titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) 6= N(v), maka

c(u) 6= c(v).

Akibat 1.2. [1] Misalkan G adalah graf terhubung dengan satu titik yang berte-

tangga dengan k daun, maka χL(G) ≥ k + 1.

Pada penelitian ini akan ditentukan bilangan kromatik lokasi graf helm Hm,

untuk 3 ≤ m ≤ 9.

2. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Helm Hm untuk 3 ≤ m ≤ 9

Pada bagian ini akan dibahas tentang penentuan bilangan kromatik lokasi untuk

graf helm yang dinotasikan sebagai Hm, dengan 3 ≤ m ≤ 9.

Teorema 2.1. Jika Hm adalah graf helm dengan 3 ≤ m ≤ 9, maka :

χL(Hm) =

{
4, untuk 3 ≤ m ≤ 9 dan m 6= 8,

5, untuk m = 8.

Bukti. Misalkan terdapat graf helm Hm dengan himpunan titik dan himpunan

sisi yang diberikan pada Persamaan (1.1) dan (1.2). Misalkan c adalah pewarnaan

lokasi dan Π = {S1, S2, · · · , Sk} adalah partisi titik-titik pada graf Hm, dengan Si
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menyatakan kelas warna ke-i untuk 1 ≤ i ≤ k. Karena xj bertetangga dengan yj
maka c(xj) 6= c(yj). Misal c(xj) = c(xt) untuk 1 ≤ j, t ≤ m maka c(yj) 6= c(yt) 6=
c(xj) dengan j 6= t.

Akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari graf Hm untuk 3 ≤ m ≤ 9.

Pandang dua kasus berikut.

Kasus 1. Akan ditunjukkan bahwa χL(Hm) = 4 untuk 3 ≤ m ≤ 9 dan m 6= 8.

Kasus 1.1 Akan ditunjukkan bahwa χL(Hm) = 4 dengan m = 4, 6.

Definisikan pemetaan c : V (Hm)→ {1, 2, 3, 4}, sedemikian sehingga.

c(x0) = 4,

c(yi) ∈ {1, 2, 3, 4} \ {c(xi)},

c(xi) =

{
2, untuk i ganjil,

3, untuk i genap.

Berdasarkan definisi di atas diperoleh kode warna setiap titik di Hm terhadap Π =

{S1, S2, S3, S4} sebagai berikut. Pada Gambar 2 diberikan pewarnaan 4−lokasi graf

Hm untuk m = 4, 6.

cΠ(x1) = (1, 0, 1, 1), cΠ(y1) = (0, 1, 2, 2), cΠ(x3) = (2, 0, 1, 1), cΠ(y3) = (3, 1, 2, 0),

cΠ(x5) = (3, 0, 1, 1), cΠ(y5) = (4, 1, 2, 0), cΠ(x2) = (1, 1, 0, 1), cΠ(y2) = (0, 2, 1, 2),

cΠ(x4) = (2, 1, 0, 1) untuk m = 4, cΠ(x4) = (3, 1, 0, 1) untuk m = 6,

cΠ(y4) = (3, 2, 1, 0) untuk m = 4, cΠ(y4) = (4, 0, 1, 2) untuk m = 6,

cΠ(x6) = (2, 1, 0, 1), cΠ(y6) = (3, 2, 1, 0), cΠ(x0) = (2, 1, 1, 0).

Gambar 2. Pewarnaan 4−lokasi graf Hm untuk m = 4, 6.

Dari kode warna di atas dapat dilihat bahwa setiap titik di Hm memiliki kode

warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, χL(Hm) ≤ 4.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa χL(Hm) ≥ 4. Andaikan χL(Hm) = 3.

Artinya graf Hm untuk m = 4, 6 mempunyai pewarnaan titik dengan tiga warna.

Jika titik x0 diwarnai oleh salah satu dari tiga warna tersebut, maka titik xi untuk

i = 1, 2, · · · ,m akan hanya diwarnai oleh dua warna selain warna titik x0. Akibat-

nya, pewarnaan titik tersebut akan mempunyai paling sedikit dua titik dominan

dengan warna yang sama. Akibatnya, haruslah χL(Hm) ≥ 4. Jadi χL(Hm) = 4

untuk m = 4, 6.

Kasus 1.2. Akan ditunjukkan bahwa χL(Hm) = 4 dengan m = 3, 5, 7, 9.

m = 3.

Definisikan pemetaan c : V (H3)→ {1, 2, 3, 4}, sebagai berikut.

c(v) =


1, v ∈ {x2, y1, y3},
2, v ∈ {x1, y2},
3, v ∈ {x3},
4, v ∈ {x0}.

Pada Gambar 3 diberikan pewarnaan 4−lokasi graf H3.

Gambar 3. Pewarnaan 4−lokasi graf Hm untuk m = 3.

Berdasarkan definisi di atas diperoleh kode warna dari titik-titik pada graf H3

terhadap Π = disajikan sebagai berikut.

cΠ(x2) = (0, 1, 1, 1), cΠ(y1) = (0, 1, 2, 2), cΠ(y3) = (0, 2, 1, 2),

cΠ(x1) = (1, 0, 1, 1), cΠ(y2) = (1, 0, 2, 2), cΠ(x3) = (1, 1, 0, 1),

cΠ(x0) = (1, 1, 1, 0).

Dari kode warna di atas dapat dilihat bahwa, setiap titik di H3 memiliki kode

warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, χL(H3) ≤ 4. Selanjutnya, pembuktian

χL(H3) ≥ 4 serupa dengan pembuktian χL(Hm) ≥ 4 untuk m = 4, 6 pada Ka-

sus 1.1. Jadi χL(H3) = 4.

Untuk pembuktian bilangan kromatik lokasi χL(Hm) = 4 untuk m = 5, 7, 9

serupa untuk pembuktian bilangan kromatik lokasi χL(H3) = 4.
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Kasus 2 Akan ditunjukkan bahwa χL(Hm) = 5 untuk m = 8.

Definisikan pemetaan c : V (H8)→ {1, 2, 3, 4, 5}, sebagai berikut.

c(v) =



1, v ∈ {x2, x4, x7, y1, y3, y6},
2, v ∈ {x3, x5, x8, y4},
3, v ∈ {x6, y5, y7},
4, v ∈ {x1, y2, y8},
5, v ∈ {x0}.

Pada Gambar 4 diberikan pewarnaan 5−lokasi graf H8. Kode warna setiap titik di

Gambar 4. Pewarnaan 5−lokasi graf Hm untuk m = 8.

H8 terhadap Π sebagai berikut.

cΠ(x7) = (0, 1, 1, 2, 1), cΠ(x2) = (0, 1, 2, 1, 1), cΠ(x4) = (0, 1, 2, 2, 1),

cΠ(y3) = (0, 1, 3, 3, 2), cΠ(y6) = (0, 2, 1, 3, 2), cΠ(y1) = (0, 2, 3, 1, 2),

cΠ(x5) = (1, 0, 1, 2, 1), cΠ(x8) = (1, 0, 2, 1, 1), cΠ(x3) = (1, 0, 2, 2, 1),

cΠ(y4) = (1, 0, 3, 3, 2), cΠ(x6) = (1, 1, 0, 2, 1), cΠ(y7) = (1, 2, 0, 3, 2),

cΠ(y5) = (2, 1, 0, 3, 2), cΠ(x1) = (1, 1, 2, 0, 1), cΠ(y2) = (1, 2, 3, 0, 2),

cΠ(y8) = (2, 1, 3, 0, 2), cΠ(x0) = (1, 1, 1, 1, 0).

Dari kode warna di atas dapat dilihat bahwa setiap titik di H8 memiliki kode

warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, χL(H8) ≤ 5. Selanjutnya, pembuktian

χL(H8) ≥ 5 serupa dengan pembuktian χL(Hm) ≥ 4 untuk m = 4, 6 pada Ka-

sus 1.1. Jadi χL(H8) = 5.
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3. Kesimpulan

Pada penelitian ini telah dibahas bilangan kromatik lokasi graf helm, yang dino-

tasikan sebagai Hm untuk 3 ≤ m ≤ 9 dan telah diperoleh hasil sebagai berikut.

χL(Hm) =

{
4, untuk 3 ≤ m ≤ 9 dan m 6= 8,

5, untuk m = 8.
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