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Abstrak. Pada tulisan ini dibahas mengenai beberapa kelas ruang barisan vek-
tor pada w(R"™). Diselidiki kelengkapan masing-masing kelas dan hubungan antar kelas.
Pada akhir tulisan ini, dikonstruksikan dual Kéthe-Toeplitz dari beberapa ruang barisan
vektor.

Abstract. In this paper we discuss about some classes of vector sequence spaces on
w(R™). We observe their completeness and the relationships between them. At the end
of this paper, we construct the Kdéthe-Toeplitz dual of some vector sequence spaces.

Kata Kunci: Ruang bernorma, barisan vektor, dual Kothe-Toeplitz

1. Pendahuluan

Diberikan himpunan bilangan real R dan w(R™) = {(z1,---,z,) | a; €
R, untuk 7 = 1,2,--- ,n}. Beberapa ruang barisan yang sudah dikenal di antaranya
ruang barisan terbatas, ruang barisan p-absolutely summable, ruang barisan abso-
lutely summable, ruang barisan konvergen, ruang barisan konvergen ke nol, dan
ruang barisan Cesaro.

Diberikan [, ¢, cg masing-masing ruang barisan bilangan kompleks terbatas,
konvergen, dan konvergen ke nol. Kizmaz [1] mendefinisikan ruang barisan

loo(A) = {x = (z1) : Az € I},
c(A) ={x = (ay) : Az € ¢},
co(A) ={z = (z) : Az € ¢p}.

Shiue [2] mengenalkan ruang barisan Cesaro

oo n

_ 1 1
Ces, ={Z = (xg) || = ||p= (Z - Z |zk|P)? < 00,1 < p< oo}, dan
k=1 k=1
1 n
Cesoe = {2 = (2x) | 2 | o= sup 3 || < o0},

k=1
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Hasilnya, I, C Ces,(1 < p < 00). Ng dan Lee [3] mendefinisikan dan meneliti ruang
barisan

o0 n
1 1
Xp=A{z = () || = [|l,= (Z\EZxHP)P < 00,1 <p < oo}, dan
k=1 ' k=1

1 n
Koo = {7 = (2k) :|| @ [loo=sup | kz::lwkl < oo},
didapatkan Ces, C X,,1 < p < oo.

Lebih lanjut, Orhan [4] mendefinisikan dan meneliti ruang barisan selisih
Xp(A), Xoo(A), O (A) dan Oy (A) dengan Az = A(xy) = (2 —Tk41), k= 1,2, .
Dari penelitian tersebut disimpulkan Z C Z(A), untuk Z = X,, X, 0p, Oco,
dengan 1 < p < oo. Selanjutnya, Et [5] mendefinisikan ruang barisan C,(A™)
dan C (A™) dengan

m
m v m
A"z = z_;)(—l) <v) Tkt
untuk m € N dan diperoleh C,,(A™~1) € C,(A™) dan C,(A™) C C,(A™), untuk
1 < p < q¢ < oo. Lebih lanjut, Ahmad [6] mendefinisikan ruang barisan selisih

diperumum Cesaro Z(A7') untuk Z = 1, C), Coo, Op, O dengan

Af'wy, = Z(—l)v (T) TktvGktv-
v=0

untuk suatu g = (gi) barisan bilangan real tak nol. Dari penelitian tersebut diper-

oleh bahwa Z(A!) C Z(Ap"), untuk i = 1,2,--- ,m — 1.

Diberikan X ruang barisan bilangan real, ruang bernorma (X, || - ||) disebut
ruang BK jika (X, | - ||) merupakan ruang Banach dan untuk setiap k& € N, fungsi
P, : X — R dengan definisi Py(x) = z, dengan © = (x) merupakan fungsi
kontinu.

Penelitian terkait dual barisan dapat dilihat dalam Garling [7]. Pada tulisan ini
dikenalkan ruang dual Kéthe-Toeplitz dari ruang barisan E dinotasikan [E]* dengan
[E]* = {y = (y&) : Yopey |zryr| < oo, untuk setiap = (z3) € E}. Penelitian
terkait dual Koéthe-Toeplitz dari suatu ruang barisan dapat dilihat dalam Kizmaz
[1], Et [5], Et dan Colak [8], serta A. H. Ganie dkk. [9].

Konsep norma kemudian dikembangkan oleh Gahler [10] dengan mendefinisikan
norma-2 sebagai perluasan konsep norma. Lebih lanjut, Gahler [11] mengenalkan
norma-n, untuk suatu n € N. Penelitian terkait ruang bernorma-n dapat ditemukan
dalam Misiak [12], Gozali dkk. [13], Gunawan [14], serta Gunawan dan Mashadi [15].

Konsep dual Kothe-Toeplitz dari suatu ruang barisan kemudian dikembangkan
oleh Dutta [16] yang mendefinisikan dual Kéthe-Toeplitz dari w(FE) ruang barisan
bernorma-n. Lebih lanjut, Dutta [16], Dutta [17] serta Ahmad dan Aspriyani [18]
mengkonstruksi dual Kothe-Toeplitz dari suatu ruang kelas barisan pada ruang
berenorma-n.

Pada tulisan ini, didefinisikan ruang barisan pada ruang w(R") dan dikonstruk-
sikan dual Kéthe-Toeplitz untuk barisan tersebut.



Dual Kéthe-Toeplitz Untuk Ruang Barisan Vektor 295

2. Ruang Barisan pada w(R™)

Berikut ini didefinisikan beberapa kelas barisan selisih Cesaro di dalam ruang
bernorma-n.

Definisi 2.1. Diberikan (R™, || - ||) ruang Banach dan w(R™) koleksi semua barisan
vektor pada R™, untuk 1 < p < oo didefinisikan

" ={7 = (x) € w(R") : (z) konvergen},
ey =47 = () € w(R") : (x) konvergen ke O},
oo =A{z = (z) € w(R"™) : sgp | z ||< oo}

Dari definisi tersebut diperoleh kelengkapan dari masing-masing ruang barisan
adalah sebagai berikut.

Teorema 2.2. Diberikan n € N. Ruang Z = c", c{, %, merupakan ruang bernorma
yang didefinisikan sebagai berikut

Il llz=sup || 2 ||
Bukti. Ditunjukkan untuk Z = [Z,. Untuk ruang yang lain, bukti menggunakan
teknik yang sama. Diambil sebarang x,y € I} dan o € R.

(1) || @ llz= supy, | z& > 0.

(2) 2 llz= 0« supy || zx [[= 0 <[ 2 [|= 0 &z = 0.

B3) |l az [|z= supy, || axy. [|= |af supy, || zx |= |al [| 2 |z

(4) = +yllz=supg | zx + yr [|< supy | zx | +supy [ ye =12 Mz + 1y [z
Dengan demikian didapatkan bahwa (Z, || - ||z) merupakan ruang bernorma. |
Teorema 2.3. Diberikan n € N. Ruang (Z,| - ||z), dengan Z = ", ¢, 1% meru-

pakan ruang Banach.

Bukti. Berdasarkan Teorema 2.2, telah ditunjukkan bahwa (Z,| - ||z), dengan
Z = ", cf, 1%, merupakan ruang bernorma. Selanjutnya, ditunjukkan (Z,| - ||z)
ruang Banach.

Ditunjukkan untuk {2 . Untuk ruang yang lain, bukti menggunakan teknik yang
sama. Diambil sebarang ¢ > 0 dan (2°) = ((z§,23, -+ ,2%)) barisan Cauchy di
dalam {2, maka terdapat ng € N, sedemikian sehingga untuk setiap s,t > ng dan
k=1,2,---,n berlaku:

| 2° —a' |in<e < sup |z} — =z}, [[<e. (2.1)
k

Akibatnya, untuk setiap s,t > ng dan k =1,2,--- ,n berlaku
| ok — 2, <e.

Dengan demikian untuk setiap k = 1,--- ,n, (27)52; merupakan barisan Cauchy
di R™. Dengan demikian barisan (x})32; konvergen, katakan ke z; € R™, untuk
k=1,---,n. Dengan kata lain,

lim zj, = g, untuk k=1,--- ,n. (2.2)
§—00
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Dibentuk = = (z), untuk setiap k = 1,--- ,n. Akan ditunjukkan bahwa z € [ .
Untuk setiap s > ng berlaku

law || = [l 2 —af + 23 ],
Faw | <l an—ai |+ 12 |,

sup [ o || < sup | oy — i {| +sup | 2} [|< oo.

Jadi, « € I. Selanjutnya, berdasarkan Persamaan 2.1 dan Persamaan 2.2, untuk
setiap s > ng berlaku:

s _ — s _ — s _ 1 t— 1; s _ .t
Il =@ llig = sup || 2k = @ = sup [| @, = lim @ [|= Jim sup || 25 — 2 [|<e.

Dengan demikian, I, ruang Banach terhadap norma || -

- O

Lebih lanjut, diperoleh teorema berikut.

n jn

Teorema 2.4. Ruang Z merupakan ruang BK, dengan Z = c",cy, 7.

Bukti. Ditunjukkan untuk Z = [7,. Untuk kelas yang lain, bukti menggunakan
teknik yang sama.

Diambil sebarang barisan (z°) yang konvergen, maka terdapat z € I
sedemikian sehingga berlaku:

| #° — 2 ||z — 0, untuk s — oo,

& sgp || z7 — 2k ||— 0, untuk s — oo,
= || zf — a2k ||[— 0, untuk s > co dan k =1,2,--- , n.
Dengan kata lain,
Sgrgoxz =z, untuk k =1,2,--- ,n.
Jadi, I, merupakan ruang BK. O

Berikut hubungan antar ruang barisan.

Teorema 2.5. Ruang cj C c” C 7.

Bukti. Jelas bahwa cf C ¢. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa c¢™ C 7.
Diambil sebarang x = (xj) € ¢, maka ada M > 0 sehingga berlaku:

| 27 — xp ||< M, untuk setiap k =1,2,--- | n,
=sup ||z — 2 [[< M < o0,
k

Jadi, z = (xy) € I%. Dengan demikian ¢ C [Z. O
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3. Dual Kothe-Toeplitz

Diberikan F ruang bernorma-n, Z(F) ruang barisan dengan setiap elemen barisan-
nya anggota F dan E* himpunan semua fungsional linear kontinu pada E dino-
tasikan E*. Dutta [16] mendefinisikan dual Kéthe-Toeplitz dari ruang barisan Z(E),
yaitu:

oo
[Z(E)]Oé :{(yk) S Yk S E*vk S N dan Z || T, U2, ,Unp ||E || Yk, V2, ,Up |
k=1

untuk setiap ug, -+ ,un € E,v9, -+ ,v, € E*, (zy) € Z(E)}.

E*< 00,

Berdasarkan hal tersebut, maka untuk suatu X ruang barisan bernorma-n, dengan
n = 1 didefinisikan:

[Z(X))* ={(yx) :yx € X",k €Ndan Y [l o |x | ys [x-< oo}
k=1

Selanjutnya, untuk R™ = X didapatkan X* = R", maka didefinisikan
U:{a:(ak):akeR":Z | ak ||< oo}
k=1
Teorema 3.1. [¢"]* =[I2]*=U.
Bukti. Ditunjukkan untuk [I2]* = U. Untuk yang lain yaitu [¢"]* = U, bukti
menggunakan metode yang sama.
Misalkan R" = Z. Jika a € U maka > ,o, | ax ||< oo, artinya ada M; > 0

sehingga berlaku Y po, || aj [[< M. Diambil sebarang = € I, maka ada Mo
sehingga || =, ||< Ms. Dengan demikian berlaku:

oo oo
S o lar lllwe | < I ax || My
k=1 k=1

< MiM,

< 00.

Jadi, a € [IZ]~.
Selanjutnya, jika a € [I]

@ maka

oo
> @ |l ax 1< oo
k=1

Dibentuk barisan z = (x) dengan
xzr = 1, untuk setiap k£ € N.

Dengan demikian didapatkan xz € [ . Akibatnya, diperoleh

oo o0
Do lanl=> law llll @ lI< oo
k=1 k=1

Dengan demikian, a € U. O
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4. Kesimpulan

Pada tulisan ini dikonstruksikan dual K&the-Toeplitz untuk ¢, dan [Z . Untuk
penelitian selanjutnya, disarankan untuk mengkonstruksikan dual Kothe-Toeplitz
untuk kelas yang lain.
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