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Abstrak. Misal diberikan graf G dan H. Notasi F — (G, H) meny-
atakan sebarang 2-pewarnaan (misalkan merah dan biru) pada semua sisi
graf F' akan mengakibatkan F' memuat subgraf G merah atau memuat
subgraf H biru. Bilangan Ramsey sisi 7(G, H) adalah minimum dari
banyaknya sisi graf F' yang bersifat ¥ — (G, H) dan F — e — (G, H)
untuk setiap sisi e di F'. Dalam makalah ini akan dibahas tentang bilan-
gan Ramsey Sisi 7(Ps,C%) dimana P; adalah lintasan dengan tiga titik
dan C% dalah graf pertemanan dengan 3t sisi untuk ¢ > 1.

Kata kunci: Graf Ramsey sisi, graf lintasan, graf pertemanan

1 Pendahuluan

Suatu graf G = (V(G),E(G)) = (V,E) adalah pasangan terurut dari him-
punan titik V(G) dan himpunan sisi E(G). Anggota V(G) adalah titik-titik
pada graf G, sementara anggota F(G) adalah sisi-sisi yang menghubungkan dua
titik. Banyaknya titik yang ada pada graf G adalah |V (G)| = p(G) = p dan dise-
but orde dari G, sedangkan banyak sisi pada graf G adalah |E(G)| = ¢(G) = ¢
dan disebut ukuran dari G.

Pada suatu graf, dua titik dikatakan bertetangga (adjacent) jika keduanya
dihubungkan oleh satu sisi. Untuk sebarang sisi e = uv, sisi e dikatakan terkait
dengan titik u dan titik v. Dalam hal ini © dan v dikatakan titik ujung dari e.

Derajat (degree) dari titik v pada graf G adalah banyaknya titik yang berte-
tangga dengan v. Jika titik v berderajat nol, yang berarti v tidak bertetangga
dengan semua titik di G, maka v disebut titik terisolasi (isolated vertex). Der-
ajat terkecil dari suatu graf G dinyatakan dengan = §(G) = min,ey d(v) dan
derajat terbesar dinyatakan sebagai A = A(G) = max,ey d(v). Jika § = A =r,
maka graf G disebut sebagai graf regular berderajat r (r-reqular graph).

Salah satu kajian dalam matematika kombinatorika yang mendasari muncul-
nya teori Ramsey adalah Prinsip Pigeonhole. Jika k + 1 objek termuat dalam
k kotak, maka akan terdapat paling sedikit satu kotak yang memuat dua objek
atau lebih. Keterkaitan prinsip ini dapat diilustrasikan dengan contoh sebagai
berikut.

Jika sebuah grup terdiri dari atas enam orang dan setiap orang dalam
grup tersebut mempunyai teman dan musuh, maka akan selalu terdapat
tiga orang yang saling berteman atau tiga orang yang saling bermusuhan
tetapi tidak sekaligus keduanya.
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Adapun definisi bilangan Ramsey secara umum adalah sebagai berikut:

Definisi 1. Diberikan dua graf G dan H. Bilangan Ramsey graf R(G, H) adalah
bilangan asli terkecil n sedemikian sehingga setiap graf F dengan n titik akan
memuat G atau F memuat H.

Definisi 2. Diberikan graf G dan H. Bilangan Ramsey sisi 7(G, H) didefin-
isikan sebagai 7(G, H) = min{q(F)|F — (G, H) dan F —e » (G, H)}.

Definisi 3. Diberikan graf G dan H. Graf F dikatakan sebagai graf Ramsey
(G, H) minimal jika:

1. F - (G,H),
2. F—e+ (G, H) untuk sebarang sisi e di F.

Kelas yang memuat semua graf Ramsey (G, H)-minimal dinotasikan dengan

R(G, H).

Graf lintasan P,, dengan n titik adalah graf dengan dua titik ujung berderajat
satu, dan n—1 titik berderajat dua. Graf siklus C,,,n > 2 adalah graf terhubung
dimana setiap titiknya berderajat dua. Graf roda W,,, m > 3 diperoleh dengan
cara menambahkan satu titik, namakan x, yang bertetangga dengan semua titik
di C,,. Titik x disebut sebagai titik pusat graf roda. Graf Kipas f,, n > 2,
adalah graf yang didapat dengan menghubungkan semua titik dari graf lintasan
P,, dengan satu titik ¢ yang bukan anggota dari V(P,). Titik ¢ disebut sebagai
titik pusat. Misalkan terdapat graf tKo,t > 1, yaitu graf yang terdiri dari ¢ buah
sisi yang saling lepas. Graf pertemanan C% diperoleh dengan menghubungkan
semua titik di t K5 ke satu titik lain, namakan ¢, yang berada di luar graf tersebut.
Makalah ini merupakan kajian ulang atas rujukan [1] yang membahas tentang
penentuan bilangan Ramsey sisi untuk pasangan graf lintasan Ps; dengan graf
pertemanan C%,¢ > 1.

2 Batas Atas 7(P;,C%) untuk t > 1

Teorema 1. Untuk setiap t > 1, 7(Ps,C%) < 6t + 2.

Bukti. Perhatikan pewarnaan merah-biru sebarang pada sisi-sisi graf roda Ws; 11
yang mempunyai 6t + 2 sisi. Misalkan W3, 1 adalah graf roda dengan jari-jari
sebanyak 3¢ 4 1, dimana

VWsi1) = {c}U{vill <i<3t+1},
E(Ws3i41) = E1 U Ey,

Ey = {ev]1 <i<3t+1}

Ey = {vjvi11]1 <@ <3t + 1} U{vsep1v1}e

Misalkan X adalah 2-pewarnaan sebarang terhadap W34 sehingga pewar-
naan tersebut tidak memuat P; merah. Akan ditunjukkan bahwa X memuat C%
biru. Untuk membuktikannya, perhatikan dua kasus di bawah ini.

Kasus 1. Terdapat satu sisi merah di Ej.
Tanpa mengurangi perumuman, misalkan cv; pada E; berwarna merah. Akibat-
nya tidak ada sisi lain di E; yang berwarna merah (sesuai pengandaian bahwa



tidak ada P3 merah). Perhatikan subgraf Ws3;,1 — v;. Maka subgraf tersebut
adalah graf kipas {c} + P3;. Pada E» terdapat paling banyak || sisi merah.
Maka akan didapatkan paling sedikit ¢ buah sisi biru di F,. Akibatnya Ws; 11
memuat C% biru.

Kasus 2. Tidak terdapat sisi merah di Fj.

Jika sisi merah hanya terdapat pada Es, maka terdapat paling banyak L%J
sisi merah sementara sisi lainnya pastilah biru. Karena W31 tidak memuat
P; merah, maka berapapun sisi merah yang ada di Ey; mengakibatkan Ws;y4

memuat C% biru.

Dari kedua kasus tersebut diperoleh bahwa 7(Ps, C%) < 6t + 2 , untuk semua
t>1.

3 Anggota R(P;, C%) untuk ¢t > 1

Pada teorema berikut akan ditunjukkan bahwa graf roda Ws;,1 dengan 6t + 2
sisi berada dalam kelas graf Ramsey minimal untuk pasangan (Ps, C%).

Teorema 2. Untuk setiap t > 1, Ws41 berada pada R(Ps,CY).

Bukti. Syarat 1 pada Definisi 3, yakni bahwa W11 — (P3,C%) telah ditun-
jukkan pada Teorema 1. Pada bagian ini cukup ditunjukkan bahwa Wss1 1 —
{e} /4 (Ps,CY) untuk sebarang sisi e di F(Wsy1).

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap sisi di E(Wsi1q — €), terdapat 2-
pewarnaan sebarang terhadap F' = Ws. 11 — e, sehingga graf F' tersebut tidak
memuat P3 merah dan C% biru. Sebelum menghapus sisi e beri label pada titik
dan sisi graf W3, 1 seperti pada teorema sebelumnya. Perhatikan dua kasus
berikut.

Kasus 3. e € F;

Tanpa mengurangi perumuman, misalkan e = cvy. Jika ¢ = 1, warnai sisi cvs
dengan warna merah dan sisi lain dengan warna biru. Sehingga Wy \ {cv1} tidak
memuat P3 merah dan C% biru. Jika ¢ > 2, misalkan

E3 = {v3141v1, 0102, V304, V405, V31103 } U { E1\cva },
Ey = {cv4,v3tV3¢41, 0203},
Es = E(F)\(E3UE4)

Warnai sisi-sisi pada F3 dengan warna biru dan sisi-sisi pada E4 dengan warna
merah. Kemudian sisi-sisi pada F5 diwarnai dengan dua biru dan satu merah
berurutan. Sehingga pada dua pewarnaan ini, graf F' tidak memuat P; merah
dan C% biru.

Kasus 4. e € Es.
Tanpa mengurangi perumuman, misalkan e = v1v5. Pada kasus ini, graf F' adalah
graf kipas {c} + Ps;y1. Misalkan :

Eg = {v3ty1v1, cus},
E7 {1}21}3, U31}4} U {E1\CU3},
FEg E(F)\(Es U Er).



Warnai sisi-sisi pada Fg dengan warna merah dan sisi-sisi pada F7 dengan warna
biru. Kemudian warnai sisi-sisi pada Eg dengan dua biru dan satu merah beru-
rutan mulai dari sisi vsg1vs¢. Akibatnya graf kipas F' tidak mengandung Ps
merah dan C% biru.

Dari kedua kasus di atas diperoleh bahwa F' = Ws;11 — {e} untuk sebarang
e di W3y tidak memuat P; merah dan C§ biru.

4 Kesimpulan

Misalkan diberikan graf G dan H. Notasi F — (G, H) menyatakan bahwa pada
sebarang 2-pewarnaan (misalkan merah dan biru) terhadap sisi-sisi graf F' meng-
akibatkan F' memuat subgraf G merah atau memuat subgraf H biru. Bilan-
gan Ramsey sisi 7(G, H) adalah banyaknya sisi minimum yang dipunyai graf F'
sedemikian sehingga F' — (G,H) dan F — e —» (G, H) untuk setiap sisi e di
F'. Pada tulisan ini telah dikaji kembali bilangan Ramsey sisi untuk pasangan
graf lintasan P3 dan graf pertemanan C% terbatas di atas oleh banyaknya sisi
pada graf Roda Ws;1, yaitu 6t + 2. Selanjutnya telah dikaji kembali bahwa graf
Roda W3;41 merupakan salah satu anggota dari kelas Ramsey (P3, C%)-minimal,
untuk ¢ > 1.
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