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Abstrak. Dalam tulisan ini dipelajari tentang struktur semilattice pada Pra A*-Aljabar
(A, A, V, ()™) yang dituliskan sebagai A. Didefinisikan sebuah operasi biner * pada Pra

A*-Aljabar dan ditunjukkan bahwa (A,* ) adalah sebuah semilattice. Selanjutnya didefin-
isikan suatu relasi terurut parsial <, dan dibuktikan beberapa sifat pada suatu relasi
terurut parsial tersebut yang diinduksi dari struktur semilattice (A,* ). Di samping itu
juga dikaji tentang nilai supremum dan nilai infimum dari beberapa sub himpunan pada

semilattice (A,* ).
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1. Pendahuluan

Gagasan Pra A*-Aljabar diperkenalkan pada tahun 2000 oleh Venkateswara Rao.
Pra A*-Aljabar adalah suatu sistem matematika (A, A,V,(-)~) dimana A meru-
pakan himpunan tak kosong dengan A (meet) dan V (join) adalah operasi biner
dan (-)~ adalah operasi tunggal, jika Vz,y, z € A berlaku

~~

T =z,
rTNx =2,
T ANy =yANuwx,

(@AY~ =a~Vy~,
xA(YyAz)=(xAYy) Az,
xA(yVz)=(xAy)V(xzAz),
x Ay =z A (@~ Vy).

NSOtk N

Tulisan ini difokuskan pada struktur semilattice pada Pra A*-Aljabar. Suatu

M7 kN

himpunan tak kosong A dengan sebuah operasi biner pada A dinamakan

sebuah semilattice jika elemen-elemennya memenuhi sifat-sifat sebagai berikut :

1. a*x = z,Va € A (disebut sifat idempoten),
2. x*y = y*x,Va,y € A (disebut sifat komutatif),
3. 2*(y*2) = (x*y)*2,Vx,y, 2 € A (disebut sifat asosiatif).

bR )

Artikel ini bertujuan untuk mendefinisikan sebuah operasi biner pada Pra
A*-Aljabar A dan menunjukkan bahwa (A,* ) adalah sebuah semilattice. Kemudian
akan dikaji sifat-sifat pada suatu relasi terurut parsial ” <, ” yang diinduksi dari
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struktur semilattice (A,*). Selanjutnya juga akan ditentukan nilai supremum dari

{z, 2~} dan nilai infimum dari {z,y}, Vx,y € A pada semilattice (4,*).

2. Struktur Semilattice pada Pra A*-Aljabar

R b

Definisi 2.1. [1] Suatu himpunan tak kosong A dengan sebuah operasi biner
disebut sebuah semilattice jika berlaku sifat sebagai berikut :

1. z*x = z,Vo € A (disebut idempoten),
2. z*y =y*z,Va,y € A (disebut komutatif),
3. x*(y*z) = (z*y)*2,Va,y, 2z € A (disebut asosiatif).

Teorema 2.2. [1] Misalkan A (A, A,V,(-)~) adalah Pra A*-Aljabar dan didefin-
isikan suatu operasi biner ” * 7 pada A yang memenuhi sifat ¥y = x Ay, untuk

setiap x,y € A. Maka (A,*) adalah sebuah semilattice.

Bukti. Misalkan A adalah suatu Pra A*-Aljabar. Akan dibuktikan bahwa (A4,*)
adalah sebuah semilattice, yaitu dengan menunjukkan bahwa relasi ” * 7 bersifat
idempoten, komutatif, dan asosiatif.

(i) Ambil sebarang © € A. Akan ditunjukkan z*z = z. Perhatikan bahwa:

*r=x Nz =1

9 k9

Jadi *x = x, maka relasi adalah idempoten.

(ii) Ambil sebarang x,y € A. Akan ditunjukkan z*y = y*z. Perhatikan bahwa:
y=xzANy=yAx=y"z.

Jadi x*y = y*x, maka relasi 7 * 7 adalah komutatif.
(iii) Ambil sebarang z,y,z € A. Akan ditunjukkan x*(y*z) = (2*y)*z. Perhatikan
bahwa:

'y =" (yhz)=axA(yAz)=(xAy) Az = (z%y)* 2.

M kN

Jadi z*(y*z) = (z*y)*z, maka relasi adalah asosiatif.

Berdasarkan (i),(ii), dan (iii) maka (A,*) adalah sebuah semilattice. |
Definisi 2.3. [1] Misalkan A adalah suatu Pra A*-Aljabar. Suatu relasi ” <, ”
didefinisikan sebagai x <, y jika x*y = x.

Teorema 2.4. [1] Untuk setiap =,y € A pada Pra A*-Aljabar A didefinisikan op-

erasi biner ” * 7 pada A maka berlaku:

1.z Ny <,z
2. xVy <,xVaza~.

Bukti. Berdasarkan Definisi 2.3 berlaku bahwa = <, y jika dan hanya jika z*y = x.
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(1) Ambil sebarang z,y € A. Akan dibuktikan zAy <, z yaitu dengan menunjukkan
(x Ay)*z = x A y. Perhatikan bahwa:

(@Ay)'z=(xAy) Az,
=z A (yAzx),
=z A(xANy),
=(zAzx)Ay,
=xNy.

Karena (z Ay)*z = x Ay maka x Ay <, x.

(2) Ambil sebarang z,y € A. Akan dibuktikan bahwa 2 Vy <, V2"~ yaitu dengan
menunjukkan (z V y)*(z V 2~) = 2 V y. Perhatikan bahwa:

(xVy)(zVva™)=(xVy) Az Va),
=(zVy Al
= (@A) V(yAL,
=xVy.
Karena (z Vy)*(x Va~) = (z Vy) maka (z Vy) <, (z V). m|

Teorema 2.5. [I] Misalkan A suatu Pra A*-Aljabar. Jika v <, y maka untuk
setiap a € A berlaku :

1.aNz <, aAlvy,
2.aVre<,aVy.

Bukti. Berdasarkan Definisi 2.3, karena z*y = x maka = <, y.

(1) Ambil sebarang z,y € A. Akan dibuktikan bahwa a A <, a A y. Perhatikan
bahwa:

(aAz)(any)=(anz)A(any),
= (ana)A(zNy),
=alx.

Karena (a Az)*(aAy) =aAzx makaaAhz <,aAy.
(2) Ambil sebarang z,y € A. Akan dibuktikan bahwa a V x <, a V y. Perhatikan

bahwa:
(avz)(aVvy) =(aVa)A(aVy),
=(aNa)V(zAy),
=aV(zAy),
=aVux.
Karena (aVx)*(aVy) =aVa makaaVze <,aVy. |

Proposisi 2.6. [1] Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar. Definisikan suatu operasi
biner 7 * 7 pada A. Maka untuk setiap x,y € A, operasi” * 7 adalah distributif
atas N\ dan V, artinya
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Bukti.

(1) Ambil sebarang z,y,z € A. Akan dibuktikan z*(y V z) = (z*y) V (z*z). Per-
hatikan bahwa:

2 (yVz)=xzAN(yVz)=(xAy) V(EAz)=(z"y)V(z%2).

(2) Ambil sebarang x,y,z € A. Akan dibuktikan z*(y A 2) = (z*y) A (z*2). Per-
hatikan bahwa:

2 (yNz)=xzAyAhz)=(@Ay) A(zAz)=(z%Y) A (z%2). ]

Teorema 2.7. [1] Misalkan A suatu Pra A*-Aljabar. Untuk setiap x € A, maka

x V x™ adalah supremum dari {z,z~} pada semilattice (A,*).

Bukti. Misalkan A suatu Pra A*-Aljabar. Akan ditunjukkan bahwa sup{x,z~} =

x V z™~ pada semilattice (A," ). Ambil sebarang = € A, maka berlaku:
z'(xVva)=zA(zVa~)=zAl=uz.

Karena z*(x V 2™~) = z maka ¢ <, z V a~.
Kemudian ambil 2~ € A maka berlaku:

2~ F(zvaT)=a"A(zVvaeY)=a" ANl =z".

Karena 2™ *(z V ™) = 2~ maka x~ <, (z V z7~). Jadi karena = <, z V 2~ dan
2~ <, (x V™) maka x Vz~ batas atas dari {x, 2™ }. Misalkan k adalah batas atas
dari {x, 2™~} maka

r<,keorzk=zdanz~ <, kez~* k=2".

Perhatikan bahwa (2 V 2~)*k = 2 V 2™, sehingga x V 2~ <, k. Oleh karena itu,
x V z™~ merupakan batas atas terkecil dari {z, ™ }. Dengan kata lain, sup{z, 2~} =
V™. O

Lema 2.8. [1] Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar. Untuk setiap x,y € A, jika
x Ay <.y maka x Ay merupakan batas bawah dari {z,y}.

Bukti. Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar. Akan ditunjukkan bahwa z A y meru-
pakan batas bawah dari {z,y}. Ambil sebarang z,y € A maka berlaku bahwa
(zAy)'z=xzANy = zAy<,z,
dan
(FAYy)y=azry = zAy<.y.

Karena x Ay <. x dan x Ay <, y maka = A y merupakan batas bawah dari {z,y}

Teorema 2.9. [1] Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar. Maka untuk setiap x,y € A

berlaku bahwa Inf{x,y} = x Ay pada semilattice (A*).
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Bukti. Berdasarkan Lema 2.8 diketahui bahwa = A y adalah batas bawah dari
{z,y}. Misalkan m adalah batas bawah dari {x,y} maka

m<,zx & m‘z=mdan m <,y m'y =m.

Perhatikan bahwa m*(z A y) = m, sehingga m <, x A y. Oleh karena itu, z Ay
merupakan batas bawah terbesar dari {x,y}. Dengan kata lain, inf{z,y} = z AyO
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