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Abstrak. Untuk suatu graf hutan F', misalkan terdapat suatu injeksi p : V(F)UE(F) —
N. Jika untuk setiap titik x € V berlaku : p(x) + Xy~zpu(zy) = h, dan untuk setiap sisi
zy € FE berlaku : p(z) + p(zy) + u(y) = k, untuk suatu bilangan bulat positif A dan
k, maka p dinamakan Injeksi Total Ajaib (Totally Magic Injection) disingkat sebagai
TMI dari F. Jika terdapat TMI pada graf F';, maka label terbesar pada TMI tersebut
dinotasikan sebagai m¢ (F'). Didefinisikan juga defisiensi total ajaib (total deficiency) dari
F, dinotasikan def;(F'), adalah def;(F) = mi(F) — v — e. Pada tulisan ini akan dikaji
kembali paper [2] tentang injeksi Total Ajaib pada suatu graf Hutan F'.

Kata Kunci: Injeksi total ajaib (TMI), defisiensi total ajaib

1. Pendahuluan

Terdapat banyak sekali istilah pada teori graf, salah satunya adalah injeksi. Suatu
injeksi dari graf G = (V, E) adalah suatu pemetaan bijektif dari V(G) U E(G)
ke himpunan bilangan asli N yang tidak harus terurut. Apabila daerah asal dari
pemetaan hanya berupa himpunan titik, maka injeksi disebut injeksi titik. Apabila
daerah asalnya hanya berupa himpunan sisi, maka disebut injeksi sisi. Apabila
daerah asal dari pemetaan merupakan gabungan dari himpunan titik dan sisi, maka
injeksi disebut juga injeks: total.

Suatu injeksi titik ajaib pada graf G = (V, E) adalah pemetaan bijektif p dari
V(G)U E(G) ke himpunan bilangan asli N, sedemikian sehingga untuk setiap titik
z di G berlaku : p(z)+Xyopu(zy) = h, untuk suatu bilangan bulat positif h. Notasi
y ~ z menunjukkan y bertetangga dengan z.

Suatu injeksi sisi ajaib pada graf G = (V, E) adalah pemetaan bijektif p dari
V(G) U E(G) ke himpunan bilangan asli N, sedemikian sehingga untuk setiap sisi
zy di G berlaku : u(x) + p(zy) + p(y) = k, untuk suatu bilangan bulat positif k.

Untuk suatu graf sederhana G, misalkan terdapat suatu injeksi p : V(G) U
E(G) — N. Jika untuk setiap titik z € V berlaku : pu(z) + Eyuzpu(zy) = h, dan
untuk setiap sisi xy € E berlaku : p(z) + p(zy) + p(y) = k, untuk suatu bilan-
gan bulat positif A dan k, maka p dinamakan Injeksi Total Ajaib (Totally Magic
Injection) dari G, yang untuk selanjutnya disingkat sebagai TMI dari G. Jika terda-
pat TMI pada graf G, maka label terbesar pada TMI tersebut dinotasikan sebagai
m¢(G). Didefinisikan juga defisiensi total ajaib (total deficiency) dari G, dinotasikan
def;(G), adalah def;(G) = m(G) — v — e. Notasi v menyatakan banyaknya titik
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di G, dan e menyatakan banyaknya sisi di G. Semua konsep dasar dalam teori graf
yang digunakan mengacu pada [1].

2. Teorema dan Lema Pendukung

Lema 2.1. [2 Misalkan G memiliki [m]-TMI dengan konstanta titik h. Maka:

(i) h>m,
(ii) h =m jika dan hanya jika G memiliki suatu isolat.

Teorema 2.2. [2] Misalkan G memiliki TMI. Maka setiap komponen dari G memi-
liki TMI.

Teorema 2.3. [2] Misalkan G tidak memiliki isolat. Maka K1 U G memiliki TMI
jika dan hanya jika G memiliki TMI.

Akibat 2.4. [2] Misalkan G memiliki TMI p dan tidak memiliki isolat. Maka p
dapat diperluas menjadi TMI dari K1 U G, dengan konstanta titik dan sisi yang
sama.

Teorema 2.5. [2] Misalkan G memiliki TMI. Maka berlaku salah satu:

(i) G memiliki tepat satu isolat, dan semua komponen tersisa memiliki titik
> 3 dan memiliki TMI, atau,
(i) Semua komponen dari G memiliki titik > 3 dan memiliki TMI.

3. Injeksi Total Ajaib Pada Graf Hutan

Misalkan terdapat graf hutan F = (V, E). Misal terdapat p : VUE — N yang
merupakan injeksi Total Ajaib (TMI) dari F', dengan bobot titik:

wt(z) = p(x) + Sy~ap(zy) = h,

untuk suatu x € V, dan bobot sisi:

wt(zy) = p(z) + plzy) + ply) =k,

untuk suatu xy € F, dengan h dan k adalah suatu bilangan bulat positif.

Terdapat m;(F) yang merupakan bilangan bulat positif terbesar di N,
sedemikian sehingga TMI p : V U E — N. Terdapat pula defisiensi total ajaib
dari F, yang dilambangkan dengan def;(F) = m:(F) — v — e, di mana v adalah
banyaknya titik di F' dan e adalah banyaknya sisi di F. jika F mempunyai TMI
dengan m;(F) = v+e dan defi(F) = 0, maka F' dikatakan juga memiliki Pelabelan
Total Ajaib (TML).

Misalkan suatu TMI g mempunyai label terbesar m atau dapat ditulis m;(F) =
m, maka p disebut sebagai [m]-injeksi total ajaib atau suatu [m]-TMI, dengan m
dinamakan sebagai ukuran dari injeksi. Suatu [m]-TMI dari F' adalah minimal jika
F tidak memiliki [m/]-TMI untuk setiap m/ < m. Maka TMI yang demikian adalah
TMI minimal atau [m]-TMI minimal.
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Gambar 1. Graf K12 yang memiliki TML, dengan h = 6 dan k = 9

Misalkan terdapat graf F' = Kj, untuk n > 2. Berdasarkan Akibat 3.2 [3],
telah dibuktikan bahwa satu-satunya graf bintang yang memiliki TML hanyalah
K 2, karena itu my (K7 2) =v+e =05 dan def, (K7 2) = 0.

Pada Teorema 3.2 berikut disebutkan bahwa label terbesar pada graf bintang
K1, dengan n > 3 adalah (”;2) — 2.

Teorema 3.1. [2] Misal terdapat graf bintang K ,, dengan banyak sisi n, n > 3.
Maka my(K1,,) = (”;“2) —2.

Selanjutnya diperoleh

Akibat 3.2. [2] Misal terdapat graf K1 U K1, dengan n > 3. Maka,

n—+ 2
mt(Kl UKl)n) = ( 9 )

Selanjutnya, apabila suatu graf hutan F memiliki TMI, maka m(F) adalah
seperti dalam Teorema 3.3 berikut.

Teorema 3.3. [2] Graf hutan F yang memiliki TMI hanyalah K, K1, untuk
n > 2, atau K1 U K ,, untuk n > 2. Selanjutnya,

y jlk‘a F = Kl,

jlk‘a F = KLQ,

y jZ'kCLF:KluKLQ,

"¥?) —2 jika F =Ky n,n >3,

") jika F =K UKy, n>3.

1
)
my(F) =46
(
(

Setelah diperoleh m;(F), maka defisiensi total ajaib dari graf hutan F' diberikan
pada Teorema 3.4 berikut.

Teorema 3.4. [2] Misalkan graf hutan F' memiliki TMI. Maka defisiensi total ajaib
dari graf hutan F adalah sebagai berikut.
0 j’ikaFZKl,Kl,g, atau K1UK1,2,
defy(F) = { ®=2=4 jika F = Ky ,,n > 3,

2

n=n=2 jikq F = K1 UKy ,,n> 3.

Contoh 3.5. Akan ditunjukkan bahwa terdapat [m]-injeksi total ajaib untuk graf
K 6. Banyaknya titik pada K; ¢ adalah v = n+1 = 7, dan sisi pada K g sebanyak
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e = n = 6. Karena graf hutan F' = K ¢ tidak memiliki isolat, maka m;(K1 ) =
(";2) -2 = (6'52) — 2 = 26. Sesuai Teorema 3.2, tetapkan u(z;) = 26. Berikan
label titik-titik zq,- - ,z¢ dengan p(z;) = m— (i — 1) untuk ¢ = 2,--- , 6, sehingga
diperoleh himpunan label titik secara berurutan adalah {25,24,23,22,21}. Untuk
label titik pusat ¢ adalah 1, dan label sisi didefinisikan p(cx;) = (i+1),i=1,---,6,
sehingga diperoleh himpunan label sisinya adalah {2,3,4,5,6,7}. Bobot titik h =

X 26

X4 23
Graf Bintang K¢ Graf Bintang K, yang
yang belum dilabeli sudah dilabeli

Gambar 2. Graf K1 ¢ dengan [26]-TMI minimal

(n;2) = (6;2) = 28, bobot sisi k = <n<2l>2) +1= (6;2) +1= 297 k—h=1=cdan
defisiensi total ajaibnya adalah def;(Ki16) = mi(K16) —v—e=26—7—6=13.

Jadi, injeksi terhadap graf K; ¢ merupakan [26]-TMI minimal.
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