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Abstrak. Graf Halin adalah graf planar yang dibangun dari suatu tree T dan suatu cycle
C yang menghubungkan setiap titik ujung dari tree. Dalam penelitian ini dikaji tentang

pelabelan graceful pada graf Halin G(2, n), untuk n ≥ 3. Pelabelan ini didefinisikan

menjadi dua kasus, yaitu kasus untuk n ganjil dan n ≥ 5, dan kasus untuk n genap dan
n ≥ 6.

Kata Kunci : Graf Halin, Pelabelan graceful

1. Pendahuluan

Pelabelan graf menjadi topik yang banyak mendapat perhatian, karena model-

model yang ada pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi yang luas. Suatu pela-

belan f dari suatu graf G = (V,E) adalah pemetaan satu-satu dari himpunan titik

di G ke suatu himpunan bilangan bulat positif. Untuk setiap sisi e = uv ∈ E(G),

bobot yang diinduksi oleh f pada e ditulis f(e), adalah |f(u) − f(v)|. Misalkan G

adalah suatu graf berorde n dan ukuran m. Jika f : V (G)→ {0, 1, 2, . . . ,m} adalah

suatu pelabelan dari G, sedemikian sehingga himpunan bobot yang diinduksi oleh f

adalah {1, 2, . . . ,m}, maka f dikatakan pelabelan graceful dari G, dan G dinamakan

graf graceful.

2. Teori Graf

2.1. Definisi Graf dan Terminologi Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis dengan notasi G =

(V,E) terdiri atas himpunan V = {v1, v2, v3, . . . , vn} dengan V adalah himpunan

tak kosong dari titik (vertex) yang disebut himpunan titik, dan himpunan E =

{e1, e2, e3, . . . , em}, dimana anggotanya disebut sisi yang menghubungkan sepasang

titik dan dinyatakan sebagai pasangan tak-terurut dari titik pada V [1].

Jika terdapat sisi e = uv ∈ E(G), maka titik u disebut bertetangga dengan titik

v dan demikian sebaliknya. Dalam hal ini, sisi e dikatakan terkait dengan titik u

dan v, juga titik u dan v dikatakan terkait dengan sisi e. Banyak sisi yang terkait

dengan titik v dinamakan derajat titik v, ditulis d(v) [1].
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2.2. Graf Halin

Suatu Graf Halin H adalah graf planar yang dibangun dengan menggambarkan

sebuah tree T yang setidaknya terdiri dari empat titik pada suatu bidang, dimana

T tidak memuat titik berderajat dua dan menghubungkan semua titik pada tree

dengan cycle C.

Misalkan G(k, l) merupakan graf planar yang mempunyai himpunan sisi E. Him-

punan sisi E dapat didekomposisi ke dalam dua sub himpunan sisi yang saling lepas

yaitu himpunan tree T dan himpunan cycle C, sehingga E = T ∪C dan T ∩C = ∅.
Sub graf dari G(k, l) diinduksi pada T yang merupakan sebuah tree dengan satu

titik u berderajat k, satu titik v berderajat l, u dan v bertetangga, dan sisanya

k + l− 2 titik berderajat satu dan sub graf yang diinduksi pada C. C adalah cycle

dengan panjang k+ l− 2 yang melewati semua titik dari G(k, l) kecuali u dan v [3].

Maka G(k, l) adalah Graf Halin G(k, l).

3. Pembahasan

Teorema 3.1. [3] Graf Halin G(2, n) adalah graceful.

Bukti. Misalkan Graf Halin G(2, n) dengan n ≥ 3 adalah graf dengan himpunan

titik dan himpunan sisi sebagai berikut.

V = {x0, x1, . . . , xn, xn+1},
E = {xixi+1 | i = 1, 2, · · · , n} ∪ {x0xj | j = 1, 2, · · · , n− 1} ∪ {x0xn+1, x1xn}.

Dalam hal ini berarti |V | = n + 2 dan |E| = 2n + 1. Sehingga graf G(2, n) dapat

digambarkan seperti dalam Gambar 1.

Gambar 1. Graf Halin G(2, n)

Untuk n ≥ 5, konstruksikan pelabelan titik f : V → {0, 1, 2, . . . , 2n+ 1} dengan

cara sebagai berikut.
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• Kasus 1. n ganjil dan n ≥ 5.

Konstruksikan label titik sebagai berikut.

f(xn+1) = 0,

f(xn) = 2n,

f(x0) = 2n + 1,

f(xn−1) = 2n− 1,

f(xi) =

{
i + 1 jika i ∈ {1, 3, . . . , n− 2},
2n− i jika i ∈ {2, 4, . . . , n− 3}.

Selanjutnya, misalkan w menyatakan bobot sisi pada G(2, n). Maka

(1) Untuk bobot sisi genap diperoleh

w(xixi+1) = 2(n− i− 1) untuk i ∈ {1, 2, . . . , n− 3},
w(x0xn−1) = 2,

w(x1xn) = 2n− 2,

w(xnxn+1) = 2n.

(2) Untuk bobot sisi ganjil diperoleh

w(x0xi) =

{
2n− i untuk i ∈ {1, 3, . . . , n− 2},
i + 1 untuk i ∈ {2, 4, . . . , n− 3},

w(xn−1xn) = 1,

w(xn−2xn−1) = n,

w(x0xn+1) = 2n + 1.

• Kasus 2. n genap dan n ≥ 6.

Konstruksikan label titik sebagai berikut.

f(xn+1) = 0,

f(xn) = 2n,

f(x0) = 2n + 1,

f(x1) = 2,

f(x2) = 4,

f(x3) = 5,

f(xi) =

{
n + i jika i ∈ {4, 6, . . . , n− 2},
n− i + 5 jika i ∈ {5, 7, . . . , n− 1}.

Selanjutnya, misalkan w menyatakan bobot sisi pada G(2, n). Maka

(1) Untuk bobot sisi genap diperoleh

w(xixi+1) = 2i− 4 untuk i ∈ {4, 5, . . . , n− 1},
w(x1x2) = 2,

w(x0x3) = 2n− 4,

w(x1xn) = 2n− 2,

w(xnxn+1) = 2n.



92 Yunizar

(2) Untuk bobot sisi ganjil diperoleh

w(x0xi) =

{
n− i + 1 untuk i ∈ {4, 6, . . . , n− 2},
n + i− 4 untuk i ∈ {5, 7, . . . , n− 1},

w(x2x3) = 1,

w(x3x4) = n− 1,

w(x0x1) = 2n− 1,

w(x0x2) = 2n− 3,

w(x0xn+1) = 2n + 1.

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa

Graf Halin G(2, n) adalah graceful. Pelabelan graceful pada Graf Halin G(2, n)

didefinisikan menjadi dua kasus, yaitu kasus untuk n ganjil dan n ≥ 5, dan kasus

untuk n genap dan n ≥ 6. Pada masing-masing kasus diperoleh pelabelan titik dan

pelabelan sisi yang berbeda. Akibatnya diperoleh bahwa Graf Halin G(2, n) adalah

graceful.
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