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Abstrak. Suatu graf dikatakan graf ajaib total apabila terdapat pelabelan total titik-
ajaib dan total sisi-ajaib yang dapat dikenakan terhadap graf tersebut. Pada tulisan
ini akan dikaji kembali hasil dari [1] yang memberikan beberapa syarat agar suatu graf
dikatakan sebagai graf yang bukan graf ajaib total.

Kata Kunci: Pelabelan total sisi-ajaib, pelabelan total titik-ajaib

1. Pendahuluan

Suatu pelabelan dari graf G = (V, E) adalah suatu pemetaan bijektif dari V U E
ke himpunan bilangan asli. Apabila daerah asal dari pemetaan hanya himpunan
titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik. Apabila daerah asalnya hanya him-
punan sisi, maka pelabelan disebut pelabelan sisi. Apabila daerah asal merupakan
gabungan dari himpunan titik dan sisi, maka pelabelan disebut pelabelan total.
Misal terdapat G = (V, E) dengan |V| = p dan |E| = ¢. Notasi |V| berarti
banyaknya titik pada G, sementara |F| berarti banyaknya sisi pada G. Berikut ini
adalah beberapa jenis pelabelan ajaib yang dapat dikenakan pada graf G. [1]

(1) Pelabelan sisi titik-ajaib.

Pelabelan sisi titik-ajaib pada graf G = (V, E) adalah pemetaan satu-satu A;
dari F(G) pada himpunan {1,2,--- , ¢} sedemikian sehingga untuk setiap titik

z di G berlaku:
> May) =h,

YEN,

untuk suatu bilangan bulat positif h, dimana N, merupakan himpunan semua
titik yang bertetangga dengan z.

(2) Pelabelan titik sisi-ajaib.
Pelabelan titik sisi-ajaib pada graf G = (V, E) adalah pemetaan satu-satu Ag
dari V(G) pada himpunan {1,2,---,p} sedemikian sehingga untuk setiap sisi
zy di G berlaku:

A2(7) + A2(y) = K,

untuk suatu bilangan bulat positif k.
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(3) Pelabelan total titik-ajaib.
Suatu pelabelan total titik-ajaib pada graf G adalah pemetaan satu-satu Ag
dari V(G)U E(G) pada {1,2,--- ,p+q} sedemikian sehingga untuk setiap titik
x di G berlaku:

As(@) + Y Awy) = h,
YyEN

untuk suatu bilangan bulat positif h, dimana N, merupakan himpunan semua
titik yang bertetangga dengan x.

(4) Pelabelan total sisi-ajaib.
Suatu pelabelan total sisi-ajaib pada graf G = (V, E) adalah pemetaan satu-
satu A4 dari V(G)UE(G) pada {1,2,--- ,p+q} sedemikian hingga untuk setiap
sisi zy di G berlaku:

)\4(%) + )\4(xy) + )\4(y) = k,

untuk suatu bilangan bulat positif k.

2. Graf Ajaib Total

Misal A adalah pelabelan total dari graf G. Maka bobot titik z, dinotasikan w(x),
dan bobot sisi zy, dinotasikan w(zy), untuk pelabelan total A adalah:

wia) = Mz)+ Y Aay),

YEN,
w(zy) = A(z) + Azy) + A(y).

Definisi 2.1. [1] Suatu pelabelan total titik-ajaib pada graf G adalah pemetaan satu-
satu p dari V(G) U E(G) pada {1,2,--- ,p + q} sedemikian sehingga untuk setiap
titik « di G berlaku:

w(z) = p(z) + Y play) = h,
YEN,

untuk suatu bilangan bulat h positif. Jika terdapat pelabelan tersebut, maka G
dikatakan graf titik-ajaib. Sementara h dikatakan konstanta titik-ajaib.

Definisi 2.2. [1] Suatu pelabelan total sisi-ajaib pada graf G = (V,E) adalah
pemetaan satu-satu A dari V(G) U E(GQ) pada {1,2,--- ,p+ q} sedemikian hingga
untuk setiap sisi xy di G berlaku:

w(zy) = M) + May) + My) =k,

untuk suatu bilangan bulat positif k. Jika terdapat pelabelan tersebut, maka G
dikatakan graf sisi-ajaib. Sementara k dikatakan konstanta sisi-ajaib.

Pada Gambar 1 diberikan contoh pelabelan total titik-ajaib pada graf segitiga,
dengan konstanta sisi-ajaib k = 9. Sementara pada Gambar 2 diberikan contoh
pelabelan total sisi-ajaib terhadap Wy, dengan konstanta titik-ajaib h = 32.

Suatu graf G dikatakan graf ajaib total apabila terdapat pelabelan total titik-
ajaib, dengan konstanta titik-ajaib h, dan pelabelan total sisi-ajaib, dengan kon-
stanta sisi-ajaib k, yang dapat dikenakan terhadap graf tersebut, dimana nilai k£ dan
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Gambar 1. Dua pelabelan titik-ajaib dari Wy dengan h = 32

2 6 1

Gambar 2. Pelabelan sisi-ajaib, dengan k = 9

nilai A tidak harus sama. Graf G dikatakan tidak ajaib total apabila graf tersebut
tidak memenuhi syarat sebagai graf titik-ajaib atau sisi-ajaib.

3. Syarat Agar Suatu Graf Dikatakan Sebagai Graf yang Bukan
Ajaib Total

Teorema 3.1. [I] Jika suatu graf ajaib total G memuat dua titik yang bertetangga
dengan derajat dua, maka komponen yang terkandung di dalamnya adalah sebuah
siklus dengan panjang tiga.

Bukti. Misalkan G memuat suatu pasangan titik b dan ¢ yang bertetangga, masing-
masing mempunyai derajat dua, dan misalkan A adalah suatu pelabelan ajaib total
dari graf G dengan bobot titik & dan bobot sisi k. Asumsikan graf G memuat sebuah
lintasan a, b, ¢, d, dimana a dan d adalah titik yang berbeda, seperti diilustrasikan
pada Gambar 3.

a d

Gambar 3. Ilustrasi komponen graf G.
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Berdasarkan Definisi 2.1, maka haruslah h = w(b) = w(c), yang berarti bahwa
w(b) = w(e),

A(ab) + A(B) + A(be) = A(be) + A(c) + Acd),
Aab) + A(b) = \(c) + A(cd),
Ale) = Alab) + A(b) — A(cd), (3.1)

dan berdasar Definisi 2.2, maka haruslah
k= Aa) + A(ab) + A(b) = A(D) + A(be) + A(c) = A(e) + A(cd) + A(d), (3.2)

yang berarti bahwa

w(ab) = w(be),
Ala) + A(ab) + A(b) = A(b) + A(be) + Ale),
Aa) + A(ab) = A(be) + A(e),
Ae) = Ma) + A(ab) — A(be). (3.3)

Dengan mensubstitusikan (3.1) ke (3.3) diperoleh:

A(a) + Aab) — A(be) = A(ab) + A(b) — A(cd),
Aa) = A(be) = A(b) = Alcd),
Aa) = A(D) + A(be) — A(cd). (3.4)
Selanjutnya,
w(be) = w(ed),
A(b) + Abe) + Ae) = Ae) + Aled) + A(d),
A(D) + A(be) = Alcd) + A(d),
A(d) = A(b) + A(be) — Alcd). (3.5)
Dari (3.4) dan (3.5) diperoleh bahwa A(a) = A(d), sehingga haruslah a = d.

Ini bertentangan dengan asumsi awal bahwa titik a dan d adalah dua titik yang
berbeda. Sehingga, graf G haruslah memuat komponen berbentuk segitiga seperti
pada Gambar 4.

P
a

a

Gambar 4. Komponen graf G.

Selanjutnya misalkan b dan ¢ mempunyai satu tetangga yang sama, notasikan
a, dan andaikan @ mempunyai tetangga lainnya, namakan z. Dari (3.2),

Aab) = k — Aa) — A(b),
Abe) = k — A(b) — A(o).
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Maka,
w(b) = A(ab) + A(b) + A(be),
=k — Aa) — AD) + A(b) + (k — A(b) — A(c)),
=2k — A(a) — A(b) — A(c).
Sementara,

w(a) = A(ca) + A(a) + A(ab) + Maz) + -,
> 2k — Aa) — A\(D) — A(¢) + Maz),
> w(a), karena w(a) > 0. |

Akibat 3.2. [1] Apabila suatu graf ajaib total memuat komponen berupa lintasan
atau cycle, maka lintasan tersebut haruslah Ps, serta siklus tersebut haruslah Cs.

Teorema 3.3. [I] Misalkan G memuat dua titik, 1 dan xs, yang keduanya berte-
tangga dengan yi,Yys2,- - ,yq dari titik lainnya. Kedua titik x1 dan x4 tidak harus
bertetangga. Jika d > 1 maka G bukan graf ajaib total.

Bukti. Misalkan A adalah suatu pelabelan total ajaib dari G dengan bobot titik
dan bobot sisi h dan k. Tetapkan A(z122) = 0 jika z7 tidak bertetangga dengan xs.
Maka:

Y1 Y2 Ya Ya

Gambar 5. ilustrasi graf G.

d

h=Xz:)+ Y Maws) + Mar2a),i = 1,2, (3.6)

k= Ax;)+ /\(xzy;) + AMy;j),i=1,2, 1 <j<d. (3.7)
Sehingga,
d d
dk = d\(@:) + Y Myy) + Y Mwayy), i = 1,2,
d
= (d=1A(@i) + 3 Aws) + (h = Marza)). (3:8)

Sehingga diperoleh:
(d—DA(z1) = (d — 1) A(x2).
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Ini adalah kontradiksi, kecuali d = 1 atau A(x1) = A(x2). O

Akibat 3.4. [1] Graf lengkap yang bersifat ajaib total adalah Ky dan Ks. Graf
bipartit lengkap yang bersifat ajaib total adalah K,o.

Teorema 3.5. [1] Misalkan graf G memuat dua titik, x dan y, dengan satu tetangga
bersama. Jika x dan y tidak bertetangga dan masing-masing berderajat dua, atau x
dan y bertetangga dan masing-masing berderajat tiga, maka graf G bukan graf ajaib
total.

Bukti. Tulis tetangga bersama dari x dan y dengan z, tetangga lain dari x dengan
x1, dan tetangga lain dari y dengan y; (kemungkinan z; = y;). Misalkan A suatu
pelabelan ajaib total dari graf G dengan bobot titik dan bobot sisi A dan k. Jika x
tidak bertetangga dengan y di G maka definisikan A(zy) = 0.

X1 z Y1 z
(a) (b)

Gambar 6. (a) z dan y tidak bertetangga (b) = dan y bertetangga.

Bobot titik x adalah
h=w(x) = Az) + AMz12) + Maz) + A(zy),
=MNz)+k— Az) + Az1)) + k= (M) + A (2)) + A(zy),
— 9k — A(x) — A1) — A(2) + Azy),
sedangkan bobot titik untuk y adalah
h=w(y) = My) + Ay1y) + AMyz) + Azy),
)

= AMy) +k = (AMy) + Ay1)) + k= (A(y) + A(2)) + A(xy),
=2k — AMy) — My1) — M2) + AMzy).

akibatnya
2k — A(x) — AMz1) = A(2) + AMzy) = 2k — A(y) — A(y1) — A(z) + A(zy),
A(@) + A(z1) = Ay) + A(y),
k— Xziz) = k — Myry),
AMzrz) = AMyry)

Sehingga jelas G bukan graf ajaib total. O
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Teorema 3.6. [I] Misalkan graf ajaib total G memuat suatu segitiga. Maka jumlah
dari label semua sisi di luar segitiga dan berkaitan dengan sebarang titik dari segitiga
tersebut adalah sama, apapun titik yang dipilih.

Bukti. Namakan segitiga ini segitiga xyz. Tulis X untuk jumlah label dari semua
sisi yang lain dari xy dan zz bertetangga dengan x, definisikan juga Y dan Z dengan
cara yang sama. Pada Gambar 7 diperoleh bahwa

X = Z Mziz), ¥V = Z Myy), Z = Z AMzx2).

=1 Jj=1 k=1
Sehingga
wt(z) = wi(y) = wit(z),
dimana
h=w(x) = Ax) + AMzy) + AMz2) + X,
=Mz)+k—XMz) = AMy) +k—Az) —A2) + X,
=2k —Az) — Ay) — A\(2) + X, (3.9)
sedangkan
h=w(y) = Ay) + Azy) + Ayz) + Y,
=Ay) +k— A=) = Aly) + k- Ay) —Az) +7Y,
=2k —Az)—Ay) — A\z2)+Y, (3.10)
dan

h=w(z) = A(z) + AMzz) + Myz) + Z,
=Az)+k—Xz) - A2)+E—-Ay) —Az)+ Z,
=2k — Az) — AMy) — M=z) + Z. (3.11)
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Dari (3.9) — (3.11) jelas bahwa X =Y = Z. O

Akibat 3.7. [1] Jika graf ajaib total G memuat suatu segitiga dengan satu titik
berderajat dua, maka segitiga tersebut merupakan komponen dari G.
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