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Abstrak. Penyebaran suatu penyakit merupakan salah satu ancaman terhadap manu-
sia, terutama penyakit menular yang dibawa oleh bakteri. Akhir-akhir ini penyebaran
bakteri sangat menggangu kehidupan manusia, diantaranya adalah treponema penyebab
penyakit sifilis. Tujuan penelitian ini adalah mengkaji perilaku dari model matematika
SIRS dan SEIS penyebaran penyakit sifilis. Kajian tersebut meliputi pembentukan model
matematika SIRS dan SEIS serta mengkaji perilaku stabilitas dari model SIRS dan SEIS
penyebaran penyakit sifilis.
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1. Latar Belakang

Penyebaran suatu penyakit merupakan salah satu ancaman terhadap manusia,
terutama penyakit menular yang dibawa oleh bakteri, jamur, parasit dan virus.
Penyakit sifilis merupakan salah satu penyakit fatal disebabkan oleh bakteri
spirochete treponema pallidum subspesies pallidum yang dapat disebar/ditularkan
melalui kontak langsung dengan penderita, atau bisa juga ditularkan secara tak
langsung. Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang matematika turut mem-
berikan peranan penting dalam mengkaji proses penyebaran penyakit sifilis. Per-
anan tersebut dapat berupa abstraksi fenomena penyebaran penyakit sifilis kedalam
bentuk model matematika. Studi tentang pemodelan matematika penyebaran
penyakit sifilis sudah banyak dilakukan. Beberapa tipe model yang sering dijumpai
berbentuk model SIRS dan SEIS. Pada dasarnya, model-model ini di bentuk dengan
membagi populasi menjadi beberapa kelas. Model SIRS merupakan model yang
diperoleh dengan membagi populasi menjadi tiga kelas, yaitu S, I, R dimana S(t)
menyatakan banyaknya populasi yang rentan (susceptible) pada waktu ¢, I(t) me-
nyatakan banyaknya populasi yang terinfeksi pada waktu ¢, dan R(¢) menyatakan
banyaknya populasi yang sembuh pada waktu ¢. Model SIRS penyakit sifilis yang
dibuat Milner dengan bentuk sebagai berikut:

ﬁ:p—ﬁIS—uS—FVR,

dt

drl

— =pIS —~I — ul

o = PIS =l —pl,

% =~ — uR — VR, (1.1)
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dimana parameter § menyatakan laju penularan dari populasi yang terinfeksi
kepada populasi yang rentan, p menyatakan laju kematian/kelahiran populasi, v
menyatakan laju kehilangan kekebalan populasi yang telah pulih, v menyatakan
laju kesembuhan alami populasi. Pada makalah ini, kedua model SIRS dan SEIS
akan dikaji kembali, tetapi dengan asumsi bahwa laju kelahiran populasi tidak sama
dengan laju kematian kematian.

2. Definisi dan Terminologi

Dalam bagian ini disajikan beberapa materi dasar dari sistem persamaan diferensial
yang merupakan model dari penyebaran penyakit sifilis. Suatu sistem persamaan
diferensial adalah suatu persamaan yang berbentuk

X(t) = f(X(t)), X(to) =Xq,t € R, (2.1)
1 Ji(x)
dimana x = 96:2 € R" dan f(x) = 2 (X)
Tn fn(x)

Dalam mengkaji perilaku model matematika dari penyebaran penyakit sifilis,
titik tetap dan kestabilan titik tetap tersebut memegang peranan penting. Suatu
titik x* € R™ dikatakan titik tetap dari sistem (2.1) jika f(x*) = 0. Secara umum,
kestabilan titik tetap sistem (2.1) dapat dimaknai sebagai solusi x(t) dari sistem
(2.1) yang pada mulanya cukup dekat dengan titik tetap, maka dengan berlalunya
waktu x(t) akan lebih dekat lagi dengan titik tersebut.

Definisi 2.1. Suatu titik tetap x* dari sistem (2.1) dikatakan stabil asimtotik jika
untuk setiap keadaan awal xy berlaku

x(t) — & bila t — oo.

Definisi 2.2. Misalkan f: R™ — R"™ adalah fungsi yang diferensiabel dan kontinu
pada himpunan D C R™ dan x* € R™. Matriks Jacobian dari f disekitar «*, ditulis
Jf(z) didefinisikan sebagai

0fi(m) ofi(z) = Ofi(z)
ox ox ox
of2(x) 0falw) . 0fa(n)

oxq Oxo Oy

Jia) =

Ofu(2) Ofu(z) . Ofn(®)
oz Oxo Oy

Teorema berikut dapat digunakan untuk mengkaji apakah suatu titik tetap sta-
bil asimtotik atau tidak.

Teorema 2.3. Misalkan x* adalah titik tetap dari persamaan diferensial non linier
(2.1). Jika bagian riil dari semua nilai eigen matriks Jacobian J di * dari sistem
(2.1) tersebut adalah negatif, maka titik tetap =* adalah stabil asimtotik.
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3. Kajian Model Matematika SIRS dan SEIS

Dalam bab ini akan dikaji proses pembentukan model matematika SIRS dan SEIS
dari penyebaran penyakit sifilis. Dalam memodelkan perilaku penyakit sifilis, pop-
ulasi dipisahkan dalam beberapa kelas. Untuk model SIRS, populasi dibagi dalam
tiga kelas, yaitu S, I, dan R, dimana S(¢) menyatakan banyaknya populasi yang
rentan (susceptible) pada waktu ¢, I(t) menyatakan banyaknya populasi yang ter-
infeksi pada waktu ¢, dan R(t) menyatakan banyaknya populasi yang sembuh pada
waktu ¢. Dalam hal ini total populasi pada waktu ¢ adalah N (¢) = S(t)+1(¢)+R(t).

Untuk model SEIS, populasi dibagi dalam tiga kelas, yaitu S, E, dan I, dimana
E(t) menyatakan banyaknya populasi yang baru terinfeksi dan memasuki periode
laten (masa inkubasi) pada waktu ¢. Dalam hal ini total populasi pada waktu ¢
adalah N(t) = S(t) + E(t) + I(t).

Secara ringkas, model matematika SIRS penyakit sifilis disajikan dalam diagram
transfer pada Gambar 1.

!wsl [, o 7]

S——

— 8
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Gambar 1. Diagram Transfer Pemodelan SIRS

Diperoleh model SIRS berikut.

%ﬂ = A BI(1)S(t) — uS(t) + vR(?),
O s1w)s0) 1)~ i (1)
%ﬁ) =~I(t) — uR(t) — vR(1), (3.1)

dengan syarat awal S(0) = Sy, I(0) = Iy, dan R(0) = Ry.
Dari sistem (3.1) diperoleh titik tetap

A pty  (CAB+ P+ )+ v) %—M“Hﬁ+ﬂﬂ)
(’deM1< 3 Bu(p+ v +v) T Bulp+y+r) )7

Titik tetap (S,I, R) = (%, 0,0) mempunyai nilai eigen A\; = —pu, Ao = —(u+v),
A3 = —_A’B+”2+‘”. Karena A3 > 0, maka titik tetap (%,0,0) adalah tidak stabil
asimtotik.

2 2
Selanjutnya titik tetap (%7 _ (AP (utr) A (=AB+pE )

Bulpty+v) ’ Bulpty+v)

) mempunyai
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nilai eigen

AL = —Hs
1 —
(T e [+ VB
1 —
A3:_2u(u+“y+1/) {AlJr Bl}’

dimana

Ay =P+ ABv + ABu+ vy’

By = (44°7*v — 8uyABY® — Apy ABr — 16> yABy + A* 3202 + A? B2 — Ayt
+20134% 0 + 2003902 + 8u?y2 0% + v u® + 4pPy? 4+ 60308 + 13ut? +
1205y 4+ 44343 + 1205~ + 12042 — 203 uAB — 82 12 AB + 202 32 v —
10ABu3y — 4pP+*AB + 4p8 — 8M37A,8)%.

Nilai Ay dan A3 negatif jika A; > +/Bj. Jika ini terjadi, maka titik tetap

2 2
(”Tf'y, - (_A%Z’Zuigl)f)’””) , —W(Elf(ii’;ﬁ’;w) adalah stabil asimtotik.

Secara ringkas, model matematika SEIS penyakit sifilis disajikan dalam diagram
transfer pada Gambar 2. Diperoleh model SEIS berikut.

| =

S———
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Gambar 2. Diagram Transfer Pemodelan SEIS

%’f) = A~ BI(H)S(t) — uS(t) +~I(t),
%f) = BI(H)S(t) — eE(t) — uE(t),
d{TEst) = €eB(t) —yI(t) — pl(t), (3.2)

dengan syarat awal S(0) = Sy, E(0) = Ey, dan I(0) = I,.
Dari sistem (3.2) diperoleh titik tetap (%,0,0) dan

)

<€7+ eptpy+u’ (—ABe+pey +ep® + Py +pP) (v + 1) —ABe+ pey + e’ +u27+u3)
Be ’ Bule+v + pe Bule+v+ p)
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Titik tetap (%7 0,0) mempunyai nilai eigen

AL = —p,
Azz—i{z‘lz—\/g},
Ag:-i {A2+¢§1},

dimana
Ay = ep+ 24 + py dan By = (212 — 2ep®y + py% + AuABe)?.

Nilai Ao dan A3 adalah positif jika Ay < 1/By. Jika hal ini terjadi, maka titik
tetap (%, 0,0) tidak stabil asimtotik.

Selanjutnya titik tetap

(67 teptpy+p?  (“ABetpey +ep® +pPy+p?) () —ABe+ pey +ep® +pPy + MS)
Be ’ Bule +y + pe ’ Bule +v+ p)
mempunyai nilai eigen

)\12—/%
)\2 = 7; [Ag — 1\ ng|
2p(e + + ) ’
1
=———  |4;++/B
Ao 2u(e+7+u)[3+ 3]’

dimana
Ag = ABe+2p%y + 2ep® + pey + p® + E€p+ pr?,
By = (6673 + 8133 + p®~y* — 6AB2 pury — 2ABepn® — ANBe*p? — 2\ Bep® —
2ABE 4+ 181t ~% + 16p°y + 186 u® + 16ep® + 8631 + €'y + A2p%€ +
38utye + 281372 + 283 ve? + 11272 € + 6p2yed — 4AABep’y + 5u6)%.
Nilai Ay dan A3 adalah negatif jika A3 > \/Bs. Jika hal ini terjadi, maka titik tetap
(ev Feptpy+pt (SABetpey +ep® + Py + 1) (v i) —ABet pey +ep® + Py + u3)

Be ’ Bule + v+ pe . Bule++ p)
adalah stabil asimtotik.

4. Kesimpulan

Model matematika SIRS penyebaran penyakit sifilis sistem (3.1) mempunyai titik
tetap sebagai berikut:

(1) (%, 0,0) yang bersifat tidak stabil asimtotik, dan

(2) (L;V’ - PA%;I(iigl)V()”Jw) ) —’Y(E}i\(ii’i:;”), yang stabil asimtotik.

Model matematika SEIS penyebaran penyakit sifilis sistem (3.2) mempunyai
titik tetap sebagai berikut:

(1) (%, 0,0) yang bersifat tidak stabil asimtotik, dan

(2) (67+6u+u7+u2 _ (=ABetpeytep® +py+p®) (v+p) _—Aﬁe+uey+eu2+p2~,+u3)
Be ’ Bule+y+u)e ’ Bu(e+y+p)

yang
stabil asimtotik.
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