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Abstrak. Graf G adalah himpunan pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah him-
punan tidak kosong dan berhingga dari elemen-elemen yang disebut titik (verter) dan
E(G) adalah himpunan (mungkin kosong) dari pasangan tak terurut dari titik-titik yang
berbeda V(G) dan disebut sisi (edge). Graf garis (Line Graph) adalah graf dengan
V(L(G)) = E(G), dimana untuk setiap a,b € E(G) maka a terhubung (adjacent) ter-
hadap b di L(G) jika dan hanya jika a dan b adjacent di G. Pada penelitian ini akan
dibahas line graph dari graf siklus (Cy,), graf lengkap (K5 ) dan graf bintang (S» ), dengan
n > 3.

Kata Kunci: Line Graph, graf siklus Cy,, graf lengkap K, graf bintang Sj,

1. Pendahuluan

Teori graf merupakan cabang ilmu matematika yang menarik dan banyak dikem-
bangkan. Dengan mengkaji dan menganalisa model atau rumusan dapat diperli-
hatkan peranan dan kegunaan teori graf dalam memecahkan berbagai macam per-
masalahan. Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana,
yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang aspek-aspek lainnya. Se-
lain itu graf dapat juga digunakan untuk merepresentasikan obyek-obyek diskrit dan
hubungannya antara obyek-obyek tersebut. Dari sekian banyak konsep yang ada,
salah satunya adalah tentang grup dan graf. Salah satu topik menarik dalam konsep
grup dan graf adalah line graph, yang secara sederhana diartikan sebagai bentuk
perubahan sisi (edge) menjadi titik (vertez). Sedangkan pengertian dari line graph
adalah titik yang diambil dalam korespondensi satu-satu dari sisi graf G dan dino-
tasikan sebagai L(G). Dikatakan dua titik dari L(G) bertetangga (adjacent) jika
dan hanya jika korespondensi sisi dari graf G juga bertetangga (adjacent). Pada
makalah ini akan dibahas tentang bagaimana bentuk umum line graph dari graf
siklus (C,,), graf lengkap (K,,) dan graf bintang (.S,,).

2. Dasar Teori

Definisi 2.1. Graf G adalah pasangan himpunan (V,E) dengan V adalah him-
punan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda
di G yang disebut sebagai sisi.
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Definisi 2.2. Sisi e = wv dikatakan menghubungkan titik v dan v. Jika e = uv
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut bertetangga (adjacent). Selanjutnya,
sist e dikatakan terkait (incident) dengan titik u dan v.

Definisi 2.3. Matriks ketetanggaan untuk suatu graf dengan n titik didefinisikan
sebagai Apxn = [aij] dimana a;; bernilar 1 jika titik v; dan v; bertetangga, dan
bernilai O jika titik v; dan v; tidak bertetangga.

Definisi 2.4. Graf bipartisi lengkap adalah graf bipartisi dengan himpunan partisi
X dan Y sehingga masing-masing titik di X dihubungkan dengan masing-masing
titik di Y oleh tepat satu sisi. Jika |X| = m dan |Y| = n , maka graf bipartisi
lengkap dinyatakan dengan Ko, ..

Definisi 2.5. Misal graf G dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G).
Graf garis (line graph) L(G) adalah graf dengan
V(L(G)) = E(G)

dan titik di L(G) akan bertetangga jika dan hanya jika sisi-sisi yang bersesuaian
saling terkait di G.

3. Pembahasan

Suatu graf G mempunyai graf lain sebagai graf garisnya, dinotasikan L(G), jika dan
hanya jika graf G mempunyai minimal satu sisi yang akan dijadikan titik di L(G).
Berikut adalah beberapa graf garis dari beberapa graf terhubung dengan struktur
yang sederhana.

Definisi 3.1. Graf siklus C), adalah graf terhubung sederhana yang setiap titiknya
berderajat dua.

Teorema 3.2. Untuk n > 3, graf garis dari C,,, dinotasikan dengan L(C),) adalah
graf C, itu sendiri.

Bukti. Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf Siklus C,, n > 3
masing-masing dapat dituliskan sebagai berikut.

V(G) = f{vi | 1 <i <n},
EG)={e; | e; =vvi41,1 <i<n—1}U{viv,}.
Dari matriks ketetanggaan di atas terlihat bahwa v, bertetangga dengan wvs,
ve bertetangga dengan wvs, vs bertetangga dengan vy, vy bertetangga dengan wvs,
begitu seterusnya hingga v,,_1 bertetangga dengan v,, dan v,, bertetangga dengan

v1. Dengan demikian graf garis yang dibentuk dari graf siklus C), dengan orde n
untuk (n > 3) dapat dituliskan sebagai

L(Cy) ~ C,. O

Definisi 3.3. Graf lengkap merupakan graf sederhana yang setiap titiknya ter-
hubung dengan titik lainnya.
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Vi V2 V3 vy Vi Vi
vifo 1 0 0 0 1]
V211 0 1 0 0 0
vi(0 1 0 1 0 0
vy|0 0 1 0 1 0
vViio 0 0 1 0 1
Va1 00 0 .. 0 .. 0]

Definisi 3.4. Banyaknya sisi dalam suatu graf lengkap dengan n titik adalah
n(n—1)

—.

Teorema 3.5. Suatu graf lengkap K, dengan orde n memiliki graf garis L(Kp,)
yang berbentuk graf 2(n — 2)— reguler, dengan n > 3.

Bukti. Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf lengkap K, dapat
dituliskan sebagai berikut.

V(G)={v; | 1 <i<n},
B(G) = {vw; | 1< <mi# ]}

Jika terdapat dua titik yang dihubungkan oleh satu sisi, maka graf garisnya
adalah didapatnya satu titik baru dengan dua sisi. Sehingga jumlah titik akan
berkurang satu dari bentuk semula. Sehingga derajat setiap titik juga akan berku-
rang satu menjadi (n — 2). Karena satu titik baru tersebut terhubung oleh dua sisi
yang berderajat sama, sehingga didapatlah graf garis L(K,,), dalam hal ini masing-
masing titik mempunyai derajat (n —2) + (n — 2) = 2(n — 2). Ini berarti graf garis
L(K,) adalah graf 2(n — 2)-reguler. Dengan demikian graf garis yang dibentuk dari
graf Siklus K, dengan orde n untuk (n > 3) dapat dituliskan sebagai,

L(K,) ~ 2(n — 2) — reguler. O

Definisi 3.6. Graf Bintang merupakan graf bipartisi lengkap yang berbentuk S,
dengan n > 3.

Teorema 3.7. Suatu graf bintang (S,) dengan orde n > 3 memiliki graf garis yang
berbentuk L(Sy) ~ K, _1.

Bukti. Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf bintang 5, tersebut
masing-masing dapat dituliskan sebagai berikut.

V(G) = {Ul,’UQ,’Ug, o 7’UTL—1)U’H,}7
E(G) = {61,62,63,‘ o ,€n,1}
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ViVvo Vs vy Vi Vi
¥l d 1 1 o0 1o 1
v2(1 00 0 .. 0 ... 0
Vi1 0 0 0 ... 0 ... 0
Vg1 000 ... 0 ... 0

Vif1 00 0 ... 0 .. 0

Vol 0 0 0 .. 0 .. 0

Dari matriks ketetanggaan setiap sisi di atas terlihat bahwa v; bertetangga den-
gan vq, Vs, V4, U;, Un. U bertetangga dengan vq. vs bertetangga dengan v;. v4 berte-
tangga dengan v;. v; bertetangga dengan v;. v, bertetangga dengan v;. Dengan
demikian graf garis yang dibentuk dari graf bintang .S,, dengan orde n merupakan
graf lengkap K, 1. Sehingga dapat dituliskan sebagai

L(Sn) ~ Kn71~ O

4. Kesimpulan

Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa graf garis dari siklus C,, dengan
orde n > 3 adalah siklus C,,, graf garis dari graf lengkap (K,,) dengan orde n > 3
adalah graf 2(n — 2)—reguler, serta graf garis dari graf bintang (S,,) dengan orde
n > 3 adalah graf lengkap K,,_1.
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