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Abstrak. Sistem kontrol merupakan suatu alat untuk mengendalikan dan mengatur
keadaan dari suatu sistem. Dalam teori kontrol, suatu sistem dapat direpresentasikan
dengan beberapa cara yang berbeda. Dalam penelitian ini akan dibahas cara menentukan
representasi ruang keadaan dari fungsi transfer dalam bentuk kanonik terkontrol untuk
sistem SISO dan MIMO. Dalam literatur, permasalahan ini dikenal dengan realisasi.
Masalah ini ekivalen dengan bagaimanakah cara menentukan matriks A, B,C dan D
sedemikan sehingga H(s) = C(sI — A)"!B+ D, dimana matriks A, B, C dan D tersebut
dalam bentuk kanonik terkontrol.
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1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem kontrol

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.1)
dimana x(t) € R*,u(t) € R™,y(t) € RP,A € R"™*™ B € R"*™ C € RP*™ D €
RP*™_ Dalam hal ini x menyatakan variabel keadaan, u menyatakan variabel kontrol
(input), y menyatakan output dan ¢ menyatakan waktu [5].

Fungsi transfer untuk sistem (1.1) didefinisikan sebagai perbandingan transfor-

masi Laplace output terhadap transformasi Laplace input dengan asumsi semua
kondisi awal sama dengan nol dan dinotasikan dengan H(s), yaitu

= U0 (1.2)
dimana Y'(s) adalah transformasi Laplace dari y(t) dan U(s) adalah transformasi
Laplace dari u(t).

Dari definisi ini jelas bahwa jika diberikan suatu sistem kontrol linier, maka
fungsi transfernya dengan mudah dapat ditentukan. Namun sebaliknya, jika
diberikan suatu fungsi transfer H(s), bagaimanakah bentuk dari sistem kontrol
liniernya. Dalam literatur, masalah ini dikenal sebagai masalah realisasi. Masalah
ini juga ekivalen dengan bagaimanakah bentuk matriks A, B,C dan D dari suatu
fungsi transfer H(s) yang diberikan sedemikian sehingga

H(s)=C(sI — A)"'B+D. (1.3)
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Pada penelitian ini akan dikaji permasalahan realisasi dari fungsi transfer
dalam bentuk kanonik terkontrol, yaitu jika diberikan suatu fungsi transfer, maka
bagaimanakah bentuk representasi ruang keadaan yang berkaitan dengan matriks
A, B,C dan D dimana matriks-matriks tersebut dalam bentuk kanonik terkontrol.

2. Realisasi dari Fungsi Transfer untuk Sistem SISO

Berikut akan diuraikan proses mendapatkan realisasi dari fungsi transfer suatu sis-
tem SISO. Diberikan suatu fungsi transfer H(s) sebagai berikut

H(s) = 58 (2.1)
dimana
Y (8) = bps™ 4+ bp_18" "t +--- 4+ bys + by, (2.2)
dan
U(s) = 8"+ an_15" ' +---+a1s+ap. (2.3)
Perhatikan bahwa
Y(s)  bps™+ D18 L4+ bys+ by
U(s) "+ ap_1s" -+ ars+ag
g 4 Qoot Zeono ) b = buas) B0 Zbato) (g g
s"+ap—18" + - +ais+ao
Sehingga (2.4) dapat ditulis menjadi
Y (s) = byU(s) + Y (s), (2.5)
dimana
V(s) = [(bn-1 — buan—1)s" " + -+ + (b1 — bpa1)s + (bo — bpao)]Q(s)
= (bp_1 — bpan_1)s"1Q(s) + - - + (b1 — bpa1)sQ(s)
+ (bo — bnao)Q(s). (2.6)
dengan
Q(s) = o) (2.7

S+ ap 18" L4+ +as+ag
Dengan demikian dari (2.7) diperoleh
U(s) = s"Q(s) + an—15"""'Q(s) + - - + a15Q(s) + aoQ(s)
§"Q(8) = —an_15"1Q(s) — - - — a15Q(s) — apQ(s) + U(s). (2.8)
Selanjutnya definisikan

Xi(s) = Q(s)
Xo(s) = sQ(s)
Xa(s) = s*Q(s)
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maka,

sX1(s) = Xa(s)
sX5(s) = X3(s)

$Xn_1(8) = Xn(s)
Dengan demikian (2.6) dan (2.8) menjadi

Y (s) = (bn—1 — bpan_1)sXn_1(s) + - - + (b1 — bpay)sX1(s)

+(b0 - bnao)X1 (S),

$Xn(8) = —ap_18X,_1(8) — - —a18X1(s) —agX1(s) + U(s).

Berdasarkan (2.5) dan (2.6) diperoleh

Y(S) = an(S) + (bn—l - bnan—l)SXn—l(S) +---+ (bl - bnal)le(s)

+(b0 - bnao)Xl (S)

Dengan menggunakan Laplace invers, maka dari (2.10) dan (2.11) diperoleh

Tp = —Qp—1Tp—1 — *** — 01T1 — AoT1 + U,

Yy = bnu + (bnfl - bnan71>jjn71 + -+ (bl - bnal)il

+(b0 — bnag)xl.

Misalkan
i‘l = T2
i’g = T3
dfnfl = Tn

maka (2.14) dan (2.12) secara bersama-sama dapat ditulis menjadi

x(t) = Ax(t) + Bu(t),

dimana
0 1 0 0
0o 0 1 0
A= : )
0 0 O 1
—Gg —a1 —az —an—1
dan
0
0
B=|:
0

(2.9)
(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Dari (2.13) dan (2.14) diperoleh
y(t) = Cx(t) + Du(t),

dimana

C= [bO —bnag by —bpay -+ by_1 — bnanfl] y

dan

D =b,.

3. Realisasi dari Fungsi Transfer untuk Sistem MIMO

(2.17)

(2.18)

Berikut akan diuraikan proses mendapatkan realisasi fungsi transfer dari suatu sis-
tem MIMO yaitu memiliki lebih dari satu input dan output. Diberikan suatu fungsi

transfer sebagai berikut

N11(S) .. Nlm(S)
H( ) Dy (s) Dy, (s)
Npl(s) .. Npm(s)
D1 (s) Do (5)

Persamaan (3.1) dapat ditulis ulang
H(s) = N(s)D7'(s).

dimana

dan
D(s) = diag [Dl(s) Dy(s) - - Dm(s)] )
Perhatikan bahwa
Dj(s) = s + azlj_lsdrl +-+als+adl
= 4 1,5(s),
dimana
J

= d
LJ—[aoa Uy, 1|

dan

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.6)
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untuk j =1,2,--- ,m. Dengan demikian (3.4) menjadi

[sh + L15:(s) ) 0 0
2
D(s) = 8 s%2 + LOQSQ(S) 8
| 0 0 0 s + L;ySp(s)
[sh 0 - 0 Ly 0 - 0
S 5; SR B I IO} (3.7)
L0 0 0 sin 00 0 Ly,
Tulis
A(s) = diag [s¥ 5% sm], (3.8)
L =diag [L1 Lo L], (3.9)
dan
S = diag [S1(s) Sa2(s) -+ Sm(9)], (3.10)
maka (3.7) dapat ditulis menjadi
D(s) = A(s) + LS(s). (3.11)
Dari (3.2) diperoleh
N(s) = H(s)D(s)
N;j(s) = H;j(s)D;(s), i=1,---,p, j=1,---,m (3.12)

dimana N;;(s) adalah elemen dari matriks polinomial N(s) dan D;(s) adalah keli-
patan persekutuan terkecil dari semua penyebut pada kolom j. Definisikan

H(oo) = lim H(s), (3.13)
§—00
maka untuk suatu fungsi transfer skalar H;;(s), berlaku

bfijflsdf_1 +--+ b{s + bé

Hij(S) — H”(OO) = = IA{ij(S) (314)

s 4 afij_lsdj_l +---+als+a)

dengan realisasi bentuk terkontrol sebagai berikut

0o 1 0o --- 0 07
0 0 1 -+ 0 0
Aj=1 + ¢+t ., Bi=|1|,
0 0‘ 0‘... 1
|~} —a] )l 1]

dan

T RN RS AN BT R I _aid
Cj = |bo bdjao by bdj% bdj_1 bnad_j—l :
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Selanjutnya
f{lj(s)D] (s) = [Hij(s) — Hij(o0)|Dj(s)
= Hij(s)D;(s) — Hij(o0)Dj(s)
= Nij(s) — Hij(o0)Dj(s). (3.15)
Misalkan
Nij(s) = bl 8% + 0} 857"+ 4 bls 1, (3.16)

maka dari (3.16) diperoleh
H()D3(6) = B84 By b B b (6 s
+ais + aj)

= bfij_lsdj*1 o bls b)) — aﬁlj_lbfijsdfl — = a{b&js - a%bglj
=y ) 0 ) @1
Tulis
Cj=[BoBr- Bl (3.18)
dimana
—p _ I — -
B = b}, — alb) | k=01, ,d;—1, (3.19)
maka berdasarkan (3.6) dan (3.18), persamaan (3.17) dapat ditulis menjadi
H;;(s)Dj(s) = C;5;(s). (3.20)
Jika H;;(s) adalah elemen dari H(s), maka berdasarkan (3.15) berlaku

H(s)D(s) = CS(s)
N(s) — H(o0)D(s) = CS(s)
N(s) =CS(s) + H(o0)D(s),
dimana
C=1[C, Cy - Cpl (3.21)
Sehingga dari (1.3) dan (3.1) diperoleh
N(s)D7'(s) =C(sI — A)"'B+ D
[CS(s) + H(co)D(s)|D™! = C(sI — A)"'B+ D
CS(s)D7(s) + H(co) = C(sI — A)"'B + D. (3.22)

Akibatnya diperoleh
D = H(0), (3.23)

dan

BD(s) = (sI — A)S(s). (3.24)
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Perhatikan bahwa
0]
0
0 . . )
B;Dj(s) = | . | (s% +ag,_ys%™" +--- +ais + ap)
0
_1_
_ 0 -
0
0
B +ay st ags +ap |
(s =10 --- 0 o ][ 1 ]
0 s —1--- 0 0 s
00 s -+ 0 0 52
00 0-- s -1 s%i—2
[ag a ay - ag o stag | | sV
= (SI — Aj)Sj(S), (325)
Akibatnya dari (3.24) diperoleh
dimana
0 1 0 0 0
0O 0 1 0 0
Aj= : :
0 0 0 0 1
—ap —ay —a; _ailjfz _ailjfl
dan
B =diag [B1 Bs B,,] (3.27)
dengan
0
0
B —
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4. Penutup

Misalkan H(s) adalah suatu fungsi transfer sedemikan sehingga
H(s)=C(sI — A)"'B+D.

Jika H(s) berbentuk fungsi skalar maka realisasi dari H(s) adalah

0 1 0o --- 0
0 1 0
A= : :
0 O 0 1
—Gp —a1 —az —Qp—1
0
0
B=1:.1,

0
1

C= [bo —bnag by —bpay -+ by_1 — bnan—l] )

D =b,.

Jika H(s) berbentuk suatu matriks, maka realisasi dari H(s) adalah

A = dlag [Al AQ M Am]7
B=diag [By By --- By,
C=[C, Cy - Chl

D = H(oo) = lim H(s),

S5— 00

(4.1)

(4.3)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

dimana masing-masing A; berbentuk seperti (4.2), masing-masing B; berbentuk

seperti (4.3), dan masing-masing C; berbentuk seperti (4.4).
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