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Abstrak. Analisis regresi adalah suatu teknik statistika yang digunakan untuk menarik
suatu kesimpulan mengenai hubungan antara satu variabel tak bebas (Y) dengan satu
atau lebih variabel bebas (X) dalam suatu sistem. Dalam analisis regresi, diperlukan
beberapa asumsi yang harus dipenuhi oleh sebaran komponen galat (g). Metode boot-
strap merupakan salah satu metode yang dapat digunakan untuk menduga nilai-nilai
penduga parameter jika asumsi sebaran komponen galat tidak terpenuhi. Dalam metode
bootstrap biasanya dilakukan resampling sebanyak B kali ulangan bootstrap. Penelitian
ini menggunakan metode simulasi Monte Carlo. Penelitian ini dilakukan dengan tujuan
menentukan banyaknya ulangan bootstrap untuk menduga [Bp dan 81 pada analisis re-
gresi linier sederhana. Hasil dari penelitian ini diperoleh, untuk ulangan bootstrap B=5
menghasilkan nilai ragam penduga bootstrap relatif lebih tinggi. Untuk ukuran contoh
berukuran lebih atau sama dari 40, tidak perlu dilakukan banyak ulangan bootstrap,
karena dengan melakukan ulangan yang sedikit penduga parameter regresi sederhana
sudah memiliki ragam yang kecil. Untuk sampel berukuran yang lebih kecil, dapat di-
lakukan 25 kali ulangan bootstrap. Namun perlu dicatat untuk ukuran sampel sebesar
10 sebaiknya tidak digunakan, karena menghasilkan penduga parameter regresi dengan
ragam yang masih cukup besar.

Kata Kunci: Analisis regresi, metode Bootstrap, metode simulasi Monte Carlo.

1. Pendahuluan

Analisis regresi adalah suatu teknik statistika yang digunakan untuk menarik su-
atu kesimpulan mengenai hubungan antara satu variabel tak bebas (V) dengan
satu atau lebih variabel bebas (X) dalam suatu sistem. Hubungan antara variabel-
variabel tersebut biasanya dinyatakan dalam suatu model regresi yang secara umum
dinyatakan sebagai Y = f(X1,Xa, -+, Xg) + &, ¢ adalah komponen galat. Model
tersebut menghubungkan variabel bebas dan tak bebas melalui suatu parameter
yang dinamakan sebagai parameter regresi, dinotasikan dengan (.

Dalam pemodelan regresi, metode kuadrat terkecil sering digunakan untuk men-
dapatkan nilai-nilai penduga parameter. Pada penggunaan metode kuadrat terkecil
diperlukan beberapa asumsi klasik yang harus dipenuhi oleh komponen galat (),
diantaranya galat harus menyebar normal, ragam galat yang homogen dan tidak
terjadi autokorelasi antar galat.

Jika asumsi tidak terpenuhi, diperlukan suatu metode pendugaan lain yang kekar
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terhadap ketidakterpenuhan asumsi tersebut. Metode bootstrap merupakan salah
satu pilihan yang dapat digunakan untuk menghasilkan model yang lebih baik.
Metode bootstrap bekerja tanpa membutuhkan asumsi mengenai distribusi karena
pada pendekatan ini, sampel asli yang diperlakukan sebagai populasi. Sebagai peng-
ganti, bootstrap menggunakan distribusi empiris untuk menduga sebaran penarikan
contoh tersebut. Dalam metode bootstrap biasanya dilakukan resampling sebanyak
B kali ulangan bootstrap. Yang menarik untuk dilihat adalah berapa banyaknya
ulangan bootstrap yang diperlukan dalam pendugaan parameter regresi linier seder-
hana. Penelitian ini dilakukan dengan tujuan menentukan banyaknya ulangan boot-
strap untuk menduga Sy dan 31 pada analisis regresi linier sederhana dalam kondisi
galat menyebar menurut Sebaran Khi-kuadrat, sebaran Eksponensial, Sebaran-t,
Sebaran-F', Sebaran Gamma, dan Sebaran Normal namun dengan ragam yang tidak
sama dan ukuran contoh (n) = 10,15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50.

2. Analisis Regresi
2.1. Analisis Regresi Linier Sederhana

Analisis regresi berguna untuk menelaah pola hubungan antara dua atau lebih
variabel yang modelnya belum diketahui dengan sempurna. Model regresi linier yang
menggambarkan hubungan antara variabel tak bebas atau variabel yang dijelaskan
(dependent variable) dengan satu variabel bebas atau variabel penjelas (independent
variable) disebut model regresi linier sederhana, secara umum dapat dinyatakan
sebagai

Yi = Bo + iz + €. (2.1)

dengan y; merupakan nilai variabel tak bebes untuk pengamatan ke-i, x; merupakan
nilai variabel bebas untuk pengamatan ke-i, 5y, 81 merupakan parameter regresi,
dan ¢; merupakan nilai galat untuk pengamatan ke-s.

Tujuan utama dari analisis regresi adalah untuk mendapatkan dugaan dari
model regresi. Pendugaan model regresi pada persamaan (2.1) dilakukan dengan
menggunakan model regresi sampel yang dinyatakan sebagai:

Yi = bo + bix; + €. (2.2)

dengan y; merupakan nilai variabel terikat untuk pengamatan ke-i, x; merupakan
nilai variabel bebas untuk pengamatan ke-i, by, by merupakan koefisien regresi sam-
pel, dan e; merupakan nilai sisaan untuk pengamatan ke-i.

Metode kuadrat terkecil adalah salah satu metode yang sering digunakan untuk
menduga parameter pada regresi linier sederhana dengan meminimumkan jumlah
kuadrat sisaan sehingga diperoleh :

- ~ 52 D e a3
bo =Y — b X dengan  Var(by) = m
n P - 2
by = Zi:l Tili — nry dengan Var(b1) = > (2'3)

Doy — nz? > iy (i — 2)?

Terdapat beberapa asumsi yang harus dipenuhi oleh model regresi linier seder-
hana. Asumsi tersebut meliputi asumsi-asumsi mengenai distribusi dari galat, e, dan



Penentuan Ukuran Contoh dan Replikasi Bootstrap 55

asumsi mengenai hubungan antara X dan Y. Asumsi tersebut menyatakan bahwa
€ merupakan variabel acak yang saling bebas dengan nilai harapan sama dengan
nol dan ragam yang homogen, yakni sebesar o2, untuk semua nilai X. Selain itu X
dianggap konstan dari sampel ke sampel dan untuk model regresi linier sederhana,
Y merupakan fungsi linier Xj.

2.2. Metode Bootstrap

Metode bootstrap merupakan metode yang digunakan untuk mengestimasi suatu
distribusi populasi yang tidak diketahui dengan menggunakan distribusi empiris
yang diperoleh dari proses pengambilan sampel ulang dari sampel asli dengan uku-
ran sama dengan ukuran sampel asli dan dilakukan dengan pengembalian [3]. Ke-
dudukan sampel asli dalam metode bootstrap dipandang sebagai populasi. Metode
peyampelan ini biasa disebut dengan resampling bootstrap.

Prinsip dasar pembentukan bootstrap sebagai berikut:

° Mengkontruksi distribusi empiris F dari suatu sampel dengan memberikan
peluang < masing-masing xi, s, - , Tp.
e Dengan F tetap, ambil sampel acak berukuran n dari F sebut, X/
, X~ Fn ,t=1,2,-

'L

Prinsip dasar resampling bootstrap sebagai berikut:

(1) Mengambil sampel bootstrap berukuran n secara acak dengan pengembalian
dari distribusi emplrls F disebut sebagai sampel bootstrap pertama X .

(2) Menghitung statistik 0 yang diinginkan dari sampel bootstrap X{ 1 dlsebut 91

(3) Mengulangi langkah 2 dan 3 sebanyak B kali Sehmgga diperoleh 0 92, . 0* .

(4) Mengkonstruk51kan suatu distribusi peluang dari o 5 dengan memberikan pelu—
ang B pada setiap 0 0* e ,0 . Distribusi tersebut merupakan penduga boot-
strap untuk distribusi sampling 9 dan dinotasikan dengan s

(5) Pendekatan estimasi bootstrap untuk mean dari distribusi F* yaitu

5.1
:;91.?

Algoritma bootstrap untuk mengestimasi standar error ) sebagai berikut.

e Pilih B sampel variabel bebas bootstrap x7, x5, - , 2 dengan tiap-tiap sampel
beranggotakan n data yang ditarik dengan pengembalian dari X.
e Evaluasi replikasi bootstrap yang bersesuaian pada setiap sampel bootstrap

é\*(b) = S(x;;)vb = 1a2a N2

e Mengestimasi standar error se F(F) dengan menggunakan standar deviasi sam-
pel dari B replikasi
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Penduga bootstrap untuk bias didefinisikan sebagai bias B, yaitu

— -~

biasp = (9\*() —0.

2.3. Simulasi Monte Carlo

Simulasi Monte Carlo adalah suatu metode untuk mengevaluasi secara berulang
suatu model matematika dengan membangkitkan data menggunakan himpunan bi-
langan acak sebagai masukkan dengan tujuan untuk mencerminkan dengan baik
keadaan sesungguhnya.

Tujuan menggunakan Simulasi Monte Carlo adalah untuk menentukan
bagaimana variabel acak mempengaruhi sensitivitas, performa atau reliabilitas dari
sistem yang sedang dimodelkan. Simulasi Monte Carlo digolongkan sebagai metode
sampling karena input dibangkitkan secara acak dari suatu distribusi kepekatan
peluang untuk proses sampling dari suatu populasi nyata.

3. Metode Penelitian

Data yang digunakan pada penelitian ini terdiri dari satu variabel bebas X dan satu
variabel bebas Y. Data dibangkitkan dengan menggunakan paket program Minitab
melalui Simulasi Monte Carlo. Tahap pertama adalah membangkitkan data populasi
dengan prosedur sebagai berikut.

(1) Tentukan nilai 8y = 3 dan 81 = 2.

(2) Bangkitkan 500 nilai galat, € , dari sebaran tertentu.

(3) Tentukan 500 nilai X. Dalam penelitian ini, ditetapkan nilai variabel X dari 0
sampai 98 dengan kenaikan 2, masing-masing sebanyak 10 untuk setiap nilai.

(4) Hitung nilai Y;* = Sy + f1.X; + €.

(5) Bilai E(e;) # 0 maka Y; = Y;* — E(e;).

Akan diperoleh data populasi yang terdiri dari 500 data berpasangan (X;,Y;).

Pada tahap selanjutnya, dilakukan penarikan sampel berukuran n secara acak
dari populasi ini. Data ini merupakan sampel asli dari mana pendugaan bootstrap
akan dilakukan. Penelitian ini dilakukan dengan metode simulasi, dengan langkah-
langkah sebagai berikut.

(1) Lakukan langkah-langkah berikut sebanyak B kali.

e Ambil sampel ulang berukuran n dari sampel asli. Pengambilan dilakukan
secara acak dengan pengembalian.
e Tentukan dugaan parameter regresi b, dan by, k=1,2,--- , B.

(2) Hitung rata-rata by dan by yang diperoleh pada langkah 1.

(3) Lakukan langkah 1 dan 2 sebanyak 500 kali, sehingga dapat diperoleh nilai
harapan dan nilai ragam penduga bootstrap bagi parameter regresi.

(4) Lakukan langkah 1-3 untuk berbagai kombinasi ukuran contoh, ulangan boot-
strap dan sebaran galat.

Proses pada simulasi ini dilakukan untuk berbagai skenario yaitu :
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e Bentuk sebaran e, yaitu sebaran Khi-kuadrat dengan db=1,
eksponensial (10), gamma(5, 3), t dengan db=10, F(2, 5), normal dengan ragam
yang berbeda.

e Berbagai ukuran contoh (n), yaitu untuk n; = 10,ne = 15,n3 = 20,
ng = 25,’115 = 30,716 = 35, ny = 40, ng = 45,77/9 = 50.

e Berbagai nilai B, yaitu untuk B = 5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50.

4. Hasil dan Pembahasan

Penentuan banyaknya ulangan bootstrap (B) dilakukan dengan simulasi Monte
Carlo dalam 500 kali ulangan. Pendugaan terbaik didasarkan pada kriteria ragam
dari koefisien regresi yang akan diduga. Data populasi pada penelitian ini ber-
ukuran 500 data, berupa data berpasangan (X;,Y;) yang dibangkitkan dengan
menggunakan paket program Minitab, dimana

Y =Bo+ b1 Xi + e

Untuk data populasi ini, ditetapkan nilai parameter 8 = 3 dan 8; = 2 se-
dangkan untuk nilai galat dibangkitkan dari berbagai sebaran, yaitu sebaran Khi-
kuadrat dengan derajat bebas 10, sebaran Eksponensial (10), sebaran Gamma (5,3),
sebaran-t dengan derajat bebas 10 , sebaran-F (2,5), dan sebaran Normal dengan
nilai ragam yang bervariasi. Dengan kata lain, simulasi ini dilakukan pada kondisi
dimana asumsi mengenai sebaran galat terlanggar.

4.1. Simulasi dengan galat menyebar (g; ~ x3,)

Dalam kasus ini, terjadi pelanggaran asumsi, dimana galat yang seharusnya menye-
bar menurut sebaran Normal dengan nilai tengah nol dan ragam yang konstan,
diatur sehingga menyebar menurut sebaran Khi-kudrat dengan derajat bebas 10
(sehingga memiliki nilai tengah 10).
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Gambar 1. Ragam Penduga Parameter Regresi (g; ~ x2;)

Dari Gambar 1 terlihat pada penduga parameter 3y dan £ untuk n > 40,
tidak perlu memperhatikan banyaknya ulangan bootstrap yang akan dilakukan,
karena berapapun banyaknya ulangan bootstrap yang dilakukan sudah menghasilkan
ragam yang kecil. Untuk sampel yang berukuran lebih kecil, dapat dilakukan 25
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kali ulangan bootstrap. Namun untuk ukuran sampel sebesar 10 sebaiknya tidak
dilakukan, karena masih menghasilkan ragam yang cukup besar.

4.2. Simulasi dengan galat menyebar (e; ~ exp(10))

Sama halnya dengan kasus sebelumnya, terjadi pelanggaran asumsi dimana galat
yang seharusnya menyebar menurut sebaran Normal dengan nilai tengah nol dan
ragam yang konstan, ternyata menyebar menurut sebaran Eksponensial dengan
A = 10 sehingga memiliki nilai tengah 10.
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Gambar 2. Ragam Penduga Paramater Regresi (g; ~ ea:p(lo))

Dari Gambar 2 terlihat pada penduga parameter Sy dan S untuk n > 40,
dapat dilakukan 25 kali ulangan bootsrap. Sedangkan untuk n > 40 cukup hanya
melakukan 5x ulangan bootstrap saja karena sudah manghasilkan ragam yang kecil.
Namun untuk ukuran sampel sebesar 10 sebaiknya tidak dilakukan, karena masih
menghasilkan ragam yang cukup besar.

4.3. Simulasi dengan galat menyebar (¢; ~ GAM;s 3))

Dalam kasus ini, juga terjadi pelanggaran asumsi yang sama dengan kedua kasus
sebelumnya. Pada kasus ini, galat yang seharusnya menyebar menurut sebaran Nor-
mal dengan nilai tengah nol dan ragam yang konstan, diatur sehingga menyebar
menurut sebaran Gamma (5,3) (nilai tengah=15 dan ragam=45).
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Gambar 3. Ragam Penduga Paramater Regresi (¢; ~ GAM5 3))

Dari Gambar 3 terlihat pada penduga parameter Sy dan S untuk n > 30,
tidak perlu memperhatikan banyaknya ulangan bootstrap yang akan dilakukan,
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karena berapapun banyaknya ulangan bootsrap yang dilakukan sudah menghasilkan
ragam yang kecil. Untuk sampel yang berukuran lebih kecil, dapat dilakukan 20 kali
ulangan bootstrap. Namun untuk n < 10 sebaiknya tidak dilakukan, karena masih
menghasilkan ragam yang cukup besar.

4.4. Simulasi dengan galat menyebar (e; ~ t(10))

Dalam kasus ini, terjadi pelanggaran asumsi, dimana galat yang seharusnya menye-
bar menurut sebaran Normal dengan nilai tengah nol dan ragam yang konstan,
diatur sehingga menyebar menurut sebaran-t dengan derajat bebas 10 (sehingga
memiliki nilai tengah 10).
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Gambar 4. Ragam Penduga Paramater Regresi (¢; ~ t(10))

Dari Gambar 4 terlihat pada penduga parameter 5y dan 8; untuk n > 40, cukup
dengan melakukan ulangan bootstrap sebanyak 5x sudah memperoleh ragam yang
kecil. Untuk n < 40 dapat dilakukan 20 kali ulangan bootsrap. Namun untuk n > 10
sebaiknya tidak dilakukan, karena masih menghasilkan ragam yang cukup besar.

4.5. Simulasi dengan galat menyebar (e; ~ F(25))

Dalam kasus ini, terjadi pelanggaran asumsi, dimana galat yang seharusnya menye-
bar menurut sebaran Normal dengan nilai tengah nol dan ragam yang konstan,
diatur sehingga menyebar menurut sebaran F (2,5).

15 0.003

£ oom . i

nilai ragam b0
w5
nilai ragam b1

0 0
0 20 40 60 o 20 40 60
nilai pengulangan bootstrap nilai pengulangan bootstrap
=@u==10 ==@==n=15 n=20 we=n=10 ==®==n=15 n=20
N=25 e=@u=n=30 e=@==n=35 N=25 ==@=n=30 ==@==n=35
= =4() e=@um=n=45 e=—n=50 =@ =4( ==@um=n=45 e=@==n=50

Gambar 5. Ragam Penduga Paramater Regresi (g; ~ F(275))

Dari Gambar 5 terlihat pada penduga parameter 5y dan §; untuk n > 40, kita
bisa saja melakukan ulangan bootstrap sebanyak 5x karena akan didapatkan nilai
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penduga ragam yang sudah kecil. Untuk n < 40 dapat dilakukan 25 kali ulangan
bootsrap. Namun untuk ukuran sampel sebesar 10 sebaiknya tidak dilakukan, karena
masih menghasilkan ragam yang cukup besar.

4.6. Simulasi dengan galat menyebar (e; ~ N) dengan ragam yang
berbeda

Berbeda dengan kasus-kasus sebelumnya, pada kasus ini asumsi yang terlanggar
adalah asumsi kehomogenan ragam yang seharusnya konstan. Sehingga galat menye-
bar dengan sebaran Normal dengan nilai tengah 0 dan ragam 1 sabanyak 200 data,
ragam 16 sabanyak 200 data dan ragam 25 sebanyak 100 data.
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Gambar 6. Ragam Penduga Paramater Regresi (e; ~ N)

Dari Gambar 6 terlihat pada penduga parameter 8y dan 8; untuk n > 40, tidak
perlu memperhatikan banyaknya ulangan bootstrap yang akan dilakukan, karena be-
rapun banyaknya ulangan bootsrap yang dilakukan sudah menghasilkan ragam yang
kecil. Untuk sampel yang berukuran lebih kecil, dapat dilakukan 25 kali ulangan
bootstrap. Namun untuk n < 10 sebaiknya tidak dilakukan, karena masih meng-
hasilkan ragam yang cukup besar.

5. Kesimpulan

Dari penelitian yang dilakukan diperoleh untuk semua ukuran contoh, pada ulangan
bootstrap B=5 nilai ragam penduga bootstrap tersebut relatif lebih tinggi. Semakin
banyak ulangan bootstrap, semakin kecil nilai ragam penduganya. Sampai pada
suatu nilai B tertentu, ragam penduga tersebut kembali naik atau tetap turun
namun dengan besarnya penurunan yang tidak terlalu berarti.

Dari keseluruhan hasil yang diperoleh dapat ditarik kesimpulan mengenai
banyaknya ulangan bootstrap yang harus dilakukan untuk menduga parameter ana-
lisis regresi linier sederhana. Bila dimiliki sampel berukuran lebih atau sama dari 40,
tidak perlu dilakukan banyak ulangan bootstrap, karena dengan melakukan ulangan
yang sedikit penduga parameter regresi sederhana sudah memiliki ragam yang ke-
cil dan melakukan ulangan yang lebih banyak tidak memperbaiki ragam penduga
dengan signifikan. Untuk sampel yang berukuran lebih kecil, dapat dilakukan 25
kali ulangan bootstrap. Namun perlu juga dicatat bahwa ukuran sampel sebesar 10
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sebaiknya tidak digunakan, karena menghasilkan penduga parameter regresi dengan
ragam yang masih cukup besar.
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