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Abstrak. Diberikan graf G dan H, Bilangan Ramsey R(G, H) adalah
bilangan bulat terkecil n sedemikian sehingga untuk setiap graf F' dengan
orde n akan memuat kondisi berikut : F' memuat GG atau komplemen F
akan memuat H. Makalah ini membahas Bilangan Ramsey R(S,, W)
untuk graf bintang dan graf roda. Diberikan bintang S, dan roda W,
maka R(Sn, W) = 3n — 2 untuk m ganjil, n > 3 and m < 2n — 1.
Sedangkan R(Sy, Wy,) = 3n — 4 untuk n ganjil, n > 5 and m = 2n — 4.
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1 Pendahuluan

Diberikan graf G dan H, Bilangan Ramsey R(G, H) adalah bilangan bulat terke-
cil n sedemikian sehingga untuk setiap graf F' dengan orde m akan memuat
kondisi berikut : F' memuat G atau komplemen F akan memuat H. Batas
bawah bilangan Ramsey R(G,H) diberikan oleh Chvatal dan Harary, yaitu
R(G,H) > (¢(G) — 1)(x(H) — 1) + 1), dimana x(H) adalah bilangan kromatik
graf H dan ¢(G) melambangkan banyaknya titik pada komponen terbesar dalam
graf G.

Pada tahun 2001, Surahmat dan Baskoro memperoleh bilangan Ramsey un-
tuk pasangan graf bintang S,, dan graf roda W,,, yaitu R(S,,, W4) = 2n—1 untuk
n ganjil, n > 3 dan R(S,,W4) = 2n + 1 untuk n genap. Mereka juga membuk-
tikan R(S,,Ws) = 3n — 2 untuk n > 3. Selain itu, mereka juga memperoleh
R(Sp, Wy,) = 3n— 2 untuk m ganjil, m > 5 dan n > 2m — 4. Hasil ini diperkuat
oleh Chen dkk. (2004) yang membuktikan R(S,, W,,) = 3n — 2 untuk m ganjil
,m>5dan n > m —1 > 2. Zhang dkk. menunjukkan R(S,,Ws) = 2n + 1
untuk n > 3 dan R(S,,Ws) = 2n + 1 untuk n ganjil, 5 < n < 10 dan
R(S,,Wg) = 2n + 2 untuk n genap. Korolova menunjukkan bahwa untuk m
ganjil, R(S,, Wy,,) = 3n—2 jika n = m, m+1 atau m + 2. Selain itu Hasmawati
(2005) juga membuktikan R(S,, W,,) = m + n — 2 untuk n ganjil, m > 2n — 2
dan n > 4.

Makalah ini merupakan kajian ulang dari rujukan [4]. Dalam makalah ini akan
dikaji kembali tentang Bilangan Ramsey R(S,,, W,,) untuk n dan m tertentu,
yaitu

Teorema 1. Diberikan bintang S, dan roda W,,. Maka R(S,,W,,) = 3n — 2
untuk m gangil, n > 3 dan m < 2n — 1.

Teorema 2. Diberikan bintang S,, dan roda W,,. Maka R(S,,W,,) = 3n — 4
untuk n gangil dan n > 5, dan m = 2n — 4.
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Berikut beberapa notasi yang digunakan dalam makalah ini. Misalkan H C
G. Subgraf H disebut suatu komponen dari G jika H merupakan subgraf ter-
hubung maksimal. Notasi ¢(G) melambangkan banyaknya titik pada komponen
terbesar dalam graf G. Notasi ¢g(G) melambangkan panjang siklus terkecil yang
termuat dalam G. Untuk suatu titik v € V(G), lingkungan N(v) adalah him-
punan dari titik yang menjadi tetangga v di G. Selain itu juga didefinisikan
N[v] = N(v) U {v}. Derajat dari titik v dalam graf G adalah banyaknya titik
pada N¢(v), dinotasikan dengan |N¢(v)| atau dg(v). Derajat minimum dari G
adalah derajat terkecil dari titik-titik dalam G, dinotasikan dengan 6(G). Derajat
maksimum dari G adalah derajat terbesar dari titik-titik dalam G, dinotasikan
dengan A(G). Graf dengan n titik dikatakan pancyclic jika memuat siklus den-
gan panjang [, 3 < [ < n. Graf dikatakan weakly pancyclic jika memuat siklus
dengan panjang sebesar girth (panjang siklus terpendek) hingga ke circumfer-
ence (panjang siklus terpanjang).

2 Jenis-jenis Graf

Berikut adalah beberapa jenis graf yang digunakan dalam makalah ini.Graf
lengkap ( complete graph ) adalah graf sederhana yang setiap titiknya berte-
tangga ke semua titik lainnya. Graf lengkap dengan n titik dilambangkan den-
gan K. Setiap titik pada K, berderajat n — 1. Graf siklus (cycle) adalah graf
terhubung yang setiap titiknya berderajat dua. Graf siklus dengan n titik dil-
ambangkan dengan C,,,n > 3. Graf roda (wheel) W,, adalah suatu graf yang
diperoleh dengan cara menambahkan satu titik, dinamakan x¢, di luar C), yang
bertetangga ke semua titik di C,,. Graf bintang (star) S, adalah graf pohon
berorde n yang memiliki satu titik berderajat n — 1 yang disebut pusat dan n—1
titik berderajat satu.

3 Bilangan Ramsey Untuk Graf Bintang S,, Dan Graf
Roda W,

Berikut adalah lema yang digunakan untuk mendukung pembuktian teorema
utama pada makalah ini.

Lema 1. (Bondy) Misal G adalah graf dengan orde n. Jika 6(G) > 5, maka G
adalah pansiklis atau G = Kz » untuk n genap.
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Selanjutnya akan ditentukan bilangan Ramsey R(S,, W,,) untuk pasangan
bintang S,, dan roda W,,, untuk m ganjil, n > 3 dan m < 2n — 1, serta untuk n
ganjil, n > 5 dan m = 2n — 4. Karena ¢(T,,) = n dan x(W,,) = 3 untuk m genap
atau x(W,,) = 4 untuk m ganjil, maka menurut Teorema batas bawah Chvatal
dan Harary diperoleh batas bawah untuk R(7,,, W,,) yaitu :

2n — 1, m genap (1)

R(Ty, Win) > { 3n — 2, m ganjil

Karena S,, dengan n titik adalah salah satu dari bentuk pohon T}, dengan n
titik, maka pertaksamaan (1) dapat digunakan untuk memperoleh batas bawah
R(Sna Wm)7 yaitu
2n — 1, m genap

(2)

R(Sn, W) = { 3n — 2, m ganjil



Teorema 3. Diberikan bintang S, dan roda W,,. Maka R(S,,Wy,) = 3n — 2
untuk m gangil, n > 3 dan m < 2n — 1.

Bukti. Karena 3K, _1 tidak memuat S,, dan komplemen dari 3K, _; tidak memuat
W, untuk m ganjil maka R(S,,, W,,) > 3n — 2 untuk m ganjil. Selanjutnya, un-
tuk memperoleh nilai eksak R(S,,, W;,), akan ditunjukkan bahwa R(S,,, W,,) <
3n — 2.

Misalkan F' adalah sebarang graf berorde 3n—2 yang tidak memuat S,,. Akan
ditunjukkan F' memuat W,,. Misalkan = adalah sebarang titik di F. Karena
F 2 S,, maka dp(z) < n — 2 untuk setiap z € F. Misalkan A = V(F) \ N|x]
dan T = F[A4], seperti pada Gambar 1.

Gambar 1. Graf dengan orde 3n — 2 yang tidak memuat S,

Maka haruslah [T'| > (3n —2) — (n — 1) = 2n — 1. Karena dr(v) < n — 2
untuk setiap v € T dan |T| = |T|, maka

dr(v) > [T| = (n—1) = 2n—1— (n—1),

=N

S 1
n—=
2

Karena |[T'| > 2n — 1 = 2(n — 3) maka dz(v) > % Karena dy(v) > @ maka
menurut Lema 1, T adalah graf pancyclic artinya 7" memuat siklus C,,, dengan
3 <m < 2n—1 < |T|. Dengan z sebagai pusat, diperoleh graf roda W,, di F.
Sehingga R(Sp, Wp,) < 3n—2 untuk 3 <m < 2n—1. Jadi, R(S,, Wy,) = 3n—2

untuk 3 <m < 2n — 1.

Contoh 1. Untuk n = 5 dan m = 9 akan ditunjukkan R(S5, Wy) = 13, dengan
menunjukkan bahwa batas bawah dan batas atasnya sama. Karena 3K, tidak
memuat S5 dan komplemen dari 3Ky tidak memuat Wy untuk m ganjil maka
R(S5,Wy) > 13. Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa R(S5, Wy) < 13. Ambil
graf F' dengan 13 titik dan F' tidak memuat Ss. [lustrasi diberikan pada Gambar
2.

Karena F' 2 S5 maka dp(z) < 3 =5 — 2. Misalkan A = V(F) — N|[z] dan
T = F[A] maka diperoleh |T| >2.5—-1=9.Vv € T, dr(v) < 3 = 5— 2 sehingga

dz(v) T = (n—=1)
94,

v
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Gambar 2. Graf F' yang tidak memuat Ss

~ Menurut Lema 1, :/_: memuat siklus Cy, untuk 3 < m < 9 <
T C F maka Wy C T C F, sehingga R(S5,Wy) < 3.5 —2 =
diberikan pada gambar 3.

T\ . Karena
3.

|
13. Ilustrasi

|

Gambar 3. Ilustrasi F yang memuat Wy

Teorema 4. Diberikan bintang S,, dan roda W,,. Maka R(S,,W,,) = 3n — 4
untuk n gangil dan n > 5, dan m = 2n — 4.

Bukti. Pertama-tama, akan ditunjukkan bahwa batas bawah untuk R(S,,, Wy,,) >
3n — 4. Karena K,,_1 U K,,_3 5 tidak memuat S,, dan komplemennya tidak
memuat W,,, untuk m = 2n — 4 maka R(S,,, W,,) > 3n — 4.

Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa R(S,,, W,,,) < 3n—4. Misalkan F' adalah
sebarang graf berorde 3n — 4 dan asumsikan F' tidak memuat S,,. Akan ditun-
jukkan F' memuat W,,. Karena F tidak memuat S,,, maka dr(v) < n — 2 untuk
setiap v € F. Karena n ganjil maka |F| = 3n — 4 juga ganjil. Dengan demikian,
tidak semua titik di F' berderajat n — 2 (ganjil).

Misalkan terdapat xzo € F' dengan dp(xo) < n — 3. Tulis A = V(F) \ Nlzo],
dan T = F[A], seperti pada Gambar 4.

Maka haruslah |T'| > (3n —4) — (n — 2) = 2n — 2. Karena dp(v) < n — 2
untuk setiap v € T dan |T| = |T|, maka

dr(v) > |T| = (n—1)
=2n—-2—(n-1),
=n—1>n-2



Gambar 4. Graf dengan orde 3n — 4 yang tidak memuat S,

Karena |T| > 2n —2 > 2(n — 1) > 2(n — 2) maka dg (v) > %
- Menurut Lema 1 maka diperoleh T' memuat siklus Cs,,_4. Dengan demikian,
F memuat suatu roda Ws,,_4 dengan pusat x¢. Jadi, R(S,, W,,) < 3n —4 untuk

m = 2n — 4.

Contoh 2. Untuk n = 5 maka m = 6 akan ditunjukkan R(Ss, Ws) = 11, den-
gan menunjukkan batas bawah dan batas atasnya sama. Karena Ky U K33
tidak memuat S5 dan komplemennya tidak memuat Wg, untuk m = 6 maka
R(S5,Ws) > 11. Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa R(S5, W) < 11 dan F
tidak memuat S5. Ilustrasi diberikan pada Gambar 5.

Gambar 5. Graf F' yang tidak memuat S5

Karena n ganjil maka |F'| = 3n—4 juga ganjil. Dengan demikian, tidak semua
titik di F berderajat n—2 (ganjil) sehingga dp(z9) < n—3 = 5—3 = 2. Misalkan
A =V(F)— N[z] dan T = F[A] maka diperoleh |T| > 2.n —2 =2(5) -2 =38
Vv €T, dr(v) < 3maka dp(v) > |T|—(n—1) = 8—4 = 4. Sehingga dz(v) > %

Menurut Lema 1, T" memuat siklus Cs. Dengan demikian, F' memuat suatu
Ws dengan pusat xg. Jadi R(S5, Ws) < 3(5) — 2 = 11. Tlustrasi diberikan pada

Gambar 6.

4 Kesimpulan

Diberikan graf bintang S,, dengan n titik dan graf roda W,,, dengan m + 1 titik
maka bilangan Ramsey untuk pasangan bintang dan roda adalah
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Gambar 6. Ilustrasi F' yang memuat W

(Sn, Wi,) = 3n — 2 untuk m ganjil, n > 3 dan m < 2n — 1.
(Sn, Wi) = 3n — 4 untuk n ganjil, n > 5 dan m = 2n — 4.
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