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Abstrak. Ring Armendariz dikembangkan menjadi ring Armendariz linier, ring Armen-
dariz linier sentral dan ring Armendariz sentral. Begitu juga dengan ring McCoy juga
dikembangkan menjadi ring McCoy linier, ring McCoy linier sentral dan ring McCoy
sentral. Sifat-sifat dari masing-masing pengembangan tersebut dikaji, termasuk kaitan
antara kedua pengembangan tersebut.

Kata Kunci: Pengembangan ring Armendariz, pengembangan ring McCoy

1. Pendahuluan

Definisi ring Armendariz pertama kali diperkenalkan oleh Rege dan Chhawchharia
[18]. Nama ”ring Armendariz” dipilih karena definisi tersebut adalah perlemahan
dari lema yang ditulis oleh Armendariz pada [4]. Sementara ring McCoy sendiri
diperkenalkan oleh McCoy [15]. Ring Armendariz dan ring McCoy banyak dikaji
oleh para peneliti, terutama tentang sifat-sifat serta pengembangannya. Sifat-sifat
ring Armendariz yang dikaji antara lain, tentang sifat-sifat yang terkait dengan ring
tereduksi dan ring Gauss [3]. Kajian ini dilanjutkan dengan mengaitkan keberadaan
elemen idempoten dan elemen sentral pada suatu ring oleh Kim dan Lee. Kemudian
sifat ring Armendariz yang berkaitan dengan sifat ring semikomutatif dikaji oleh
Hubh, Lee dan Smoktunowicz. Perkembangan kajian tentang ring Armendariz kemu-
dian dilanjutkan dengan diperkenalkannya konsep pengembangan ring Armendariz.
Salah-satu dari pengembangan tersebut adalah ring Armendariz lemah [12]. Semen-
tara itu sifat-sifat ring McCoy yang dikaji antara lain dapat dilihat pada [7] dan
[17]. Kajian tersebut terkait ring McCoy dengan ring semikomutatif, ring reversibel
serta pengembangan ring McCoy berupa ring McCoy linier. Kajian ini merujuk se-
cara khusus pada referensi [1], [2], [12], [17], dan [7]. Khusus untuk McCoy sentral
dan McCoy linier sentral pada tulisan ini merupakan kajian baru.

Kajian ini dibatasi pada pengembangan ring Armendariz berupa ring Armen-
dariz linier, Armendariz sentral dan Armendariz linier sentral. Sama halnya dengan
ring Armendariz, ring McCoy juga dikembangkan menjadi ring McCoy linier, Mc-
Coy sentral dan McCoy linier sentral.

Tujuan utama dari penelitian ini adalah untuk melihat sifat-sifat dari pengem-
bangan ring Armendariz dan pengembangan ring McCoy, serta kaitan keduanya.
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2. Sifat-sifat dari Pengembangan Ring Armendariz dan Ring
McCoy

Ring R disebut Armendariz linier, jika polinomial linier f(z) = ag + a1z, g(z) =
bp + b1z € R[z] memenuhi f(x)g(z) = 0, maka untuk setiap ¢,j € {0,1} berlaku
aibj =0.

Setelah ring Armendariz dikembangkan menjadi ring Armendariz linier, maka
ring Armendariz linier juga dapat dikembangkan menjadi ring Armendariz linier
sentral. Ring R disebut Armendariz linier sentral, jika polinomial linier f(x) =
ap + a1z,9(z) = by + biz € R[x] memenuhi f(x)g(z) = 0, maka untuk setiap
i,7 € {0,1} berlaku a;b; € C(R). Kaitan antara ring Armendariz linier dengan ring
Armendariz linier sentral diberikan pada lema berikut ini.

Lema 2.1. [1] Jika R adalah ring Armendariz linier maka R adalah ring Armen-
dariz linier sentral.

Berikut teorema tentang kaitan ring Armendariz linier sentral dengan ring
Abelian.

Teorema 2.2. [I] Jika R adalah ring Armendariz linier sentral maka R adalah
ring Abelian.

Sifat berikutnya adalah ring Armendariz linier sentral merupakan ring tereduksi.
Untuk lebih jelasnya diberikan lema berikut.

Lema 2.3. [1] Misalkan R adalah suatu ring von Neumann regular. Jika R adalah
ring Armendariz linier sentral maka R adalah ring tereduksi.

Bukti. Dari Teorema 2.2 diperoleh ring Armendariz linier sentral adalah ring
Abelian. Kemudian diketahui bahwa ring von Neumann regular adalah tereduksi
jika dan hanya jika R ring Abelian. Jadi terbukti bahwa R adalah ring tereduksim

Sifat selanjutnya adalah ring tereduksi merupakan ring semikomutatif. Untuk
lebih jelasnya diberikan lema berikut.

Lema 2.4. [1] Jika R adalah ring tereduksi maka R adalah ring semikomutatif.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa R adalah ring semikomutatif. Ambil sebarang a, b €
R dengan ab = 0. Karena R ring tereduksi maka R ring reversibel, artinya jika
ab = 0 maka ba = 0. Ambil sebarang ¢ € R, kemudian (acb)? = acbach = ac.ba.cb =
ac.0.cb = 0. Jadi diperoleh acb = 0 untuk setiap ¢ € R. Terbukti R adalah ring
semikomutatif. O

Sifat berikutnya adalah ring semikomutatif merupakan ring tereduksi. Untuk
lebih jelasnya diberikan lema berikut.

Lema 2.5. [1] Misalkan R adalah suatu ring von Neumann regular. Jika R adalah
ring semikomutatif maka R adalah ring tereduksi.
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Bukti. Misalkan R ring semikomutatif dan sekaligus ring von Neumann regular.
Ambil sebarang unsur nilpoten di R yaitu a, akan dibuktikan unsur nilpotennya
hanyalah nol. Karena a adalah unsur nilpoten di R maka a™ = 0 untuk suatu
n € Z+. Misalkan n = 2 maka a? = aa = 0. Karena R ring semikomutatif maka

aba = 0,b € R. (2.1)

Karena R ring von Neumann regular, maka untuk setiap a € R terdapat b € R
sehingga diperoleh

aba = a. (2.2)

Dari persamaan (2.1) dan (2.2) maka diperoleh @ = 0. Sehingga terbukti bahwa R
ring tereduksi. O

Kajian berikutnya adalah ring tereduksi merupakan ring Armendariz. Untuk
lebih jelasnya diberikan lema berikut.

Lema 2.6. [I] Jika R adalah ring tereduksi maka R adalah ring Armendariz.

Dari lema-lema di atas, diperoleh akibat sebagai berikut.

Akibat 2.7. [1]. Misalkan R adalah ring von Neumann regular. Maka semua per-
nyataan berikut adalah ekivalen.

(1) R adalah ring Armendariz.

(2) R adalah ring tereduksi.

(8) R adalah ring Armendariz linier sentral.
(4) R adalah ring Armendariz linier.

(5) R adalah ring semikomutatif.

(1) = (4) jelas dari definisi,
(3) terbukti dari Lema 2.2,
(2) terbukti dari Lema 2.3,
(5) terbukti dari Lema 2.4,
(2) terbukti dari Lema 2.5 dan
(1) terbukti dari Lema 2.6. m|

Selanjutnya dibahas mengenai kaitan ring Armendariz linier sentral dengan ring
tereduksi sentral. Ring R disebut ring tereduksi sentral jika setiap elemen nilpoten
merupakan sentral. Jelas bahwa ring tereduksi merupakan ring tereduksi sentral.
Teorema berikut menyatakan kaitan ring tereduksi sentral dengan ring Armendariz
linier sentral.

Teorema 2.8. [1]. Jika R adalah ring tereduksi sentral maka R adalah ring Ar-
mendariz linier sentral.
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Bukti. Misalkan f(z) = ap+a1z, g(x) = bp+b1z € R[z]. Asumsikan f(z)g(z) = 0.
Sehingga diperoleh:

aobo = 0,, (23)
agby + a1bg = 0, (24)
a1b1 =0. (25)

Karena (bpag)® = 0 dan (bay)? = 0, bpagbia; € C(R), dimana C(R) adalah
centre dari R. Kalikan 2.4 dari kanan oleh ag, diperoleh agbiag + aibgag = 0.
Maka agbiag + agbpa; = 0. Kalikan persamaan terakhir dari kanan dengan ay,
diperoleh a2biag = 0 dan juga (agbiag)? = 0, yaitu agbiag € C(R). Oleh karena itu
(apb1)® = 0 dan agb; € C(R). Sehingga terbukti bahwa a1by € C(R). |

Selanjutnya kajian mengenai ring Armendariz sentral. Ring R disebut Armen-
dariz sentral, jika f(x)g(z) =0, dengan f(x) = ag + a1z + -+ - + anx™, g(x) = by +
bz + -+ bypx™ € R[x] maka untuk setiap 7 € {0,1,--- ,n} dan j € {0,1,--- ,m}
berlaku a;b; € C(R). Jelas bahwa jika R ring Armendariz sentral maka R ring
Armendariz linier sentral. Ring Armendariz merupakan ring Armendariz sentral.
Namun tidak berlaku sebaliknya.

Teorema 2.9. [1] Jika R ring Armendariz maka R ring Armendariz sentral.

Berikut ini diberikan teorema yang menyatakan bahwa R ring Armendariz linier
jika dan hanya jika R[z] ring Armendariz linier.

Teorema 2.10. [I] Ring R Armendariz linier jika dan hanya jika Rlx] Armendariz
linder.

Bukti. (<) Diketahui R[z] Armendariz linier. Dibuktikan R ring Armendariz li-
nier. R adalah subring dari R[z]|. Subring dari ring Armendariz linier adalah ring
Armendariz linier.

(=) Diketahui R adalah ring Armendariz linier. Dibuktikan R[z] Armendariz
linier. Ambil f(T),¢(T) € R[z]|[T] dengan f(T)g(T) =0, f(T) = fo+ LT, 9(T) =
go + 1T dengan f;g; € R[z]. Dibuktikan f;g; = 0 untuk setiap ¢ = {0,1} dan
j = {0,1}. Misalkan 0 =derajat(fo)+derajat(f1)+derajat(go)+derajat(gr), dimana
(derajat(f;)),(derajat(g;)) adalah 1 dan derajat polinom nol adalah 0. Dengan
demikian,

f(@"), g(=*) € R[],
dengan

f@*) = fo+ Aa”,

g(xk) = go + q12",

dan himpunan koefisien f;(g;) sama dengan himpunan koefisien f(z%)(g(z"%)),
karena f(T)g(T) = 0, yaitu

F(T)g(T) = (fo+ f1T)(g0 + 91 T) = 0,
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jadi
2
0= fogo + for T + f190T + frg1T",

dan x indeterminasi R maka f(z*)g(z*) = 0. Karena R Armendariz linier, berarti
setiap koefisien f; mengakibatkan koefisien g; = 0 atau a;b; = 0 untuk setiap
i,7 ={0,1}. Jadi terbukti bahwa f;g; = 0 atau R[z] Armendariz linier. m|

Kajian selanjutnya adalah pengembangan ring McCoy berupa ring McCoy linier,
ring McCoy sentral dan ring McCoy linier sentral.

Ring R disebut ring McCoy linier kanan, jika f(z)g(x) = 0, dengan f(z) =
ap + a1z, g(x) = bg + byz € R[z] \ {0} maka f(z)r = 0 untuk suatu r € R dengan
r # 0. Ring R disebut ring McCoy linier kiri, jika f(z)g(z) = 0, dengan f(z) =
ap + a1z, g(x) = by + bix € R[z] \ {0} maka r(g(x)) = 0 untuk suatu r € R dengan
r # 0. Ring R disebut ring McCoy linier jika R Mccoy linier kanan dan R McCoy
linier kiri.

Jelas bahwa jika R adalah ring McCoy maka R adalah ring McCoy linier. Berikut
ini dikaji kaitan antara ring McCoy linier kanan dengan ring semikomutatif dan ring
Dedekind berhingga.

Proposisi 2.11. Semua ring semikomutatif adalah McCoy linier.

Bukti. Misalkan R ring semikomutatif, dan ambil sebarang f(z) = ap+a12, g(x) =
bo + biz € R[z] dengan f(z)g(x) = 0. Sehingga

(ao + a12)(bo + b1x) = agby + (agby + ai1bg)x + arbyz* = 0, (2.6)
aoho = 0, (2.7)

apby + a1by = 0, (2.8)

a1by = 0. (2.9)

Akan ditunjukkan terdapat r, s € R dengan r, s # 0 sehingga berlaku f(z)r =0
dan s(g(x)) = 0. Pembuktian akan diperiksa atas empat kondisi berikut.
Kondisi 1
Jika ap = 0 dan by # 0 maka f(z) = a1z sehingga f(x)g(z) = (a1z)(bo + b1z) =
a1box + a1byz? = 0. Dari persamaan (2.9) diperoleh a1bg = 0, sehingga
f(x)bo = (all')bo = albox = 0, (210)
alg(x) = al(b0+b1x) = a1bg + a1b1x = 0. (2.11)
Akibatnya terdapat bg,b1,a; € R dengan bg,b1,a17 # 0 sedemikian sehingga
f(@)bo = f(z)b1 = a1(g(x)) = 0.

Kondisi 2
Jika ag # 0 dan by = 0 maka g(x) = byx sehingga
f(x)g(x) = (ap + arz)(biz) = aghiz + arby2® = 0. (2.12)
Dari persamaan (2.9) maka diperoleh agb; = 0. Dari persamaan (2.12) diperoleh
agb1 + a1biz =0, (2.13)
(ap + a1x)by =0, (2.14)

F(z)by = 0. (2.15)
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Dari (2.9) dan (2.15) maka
aop(g9(z)) = aphrz = 0. (2.16)

a1(g(x)) = a1byz = 0. (2.17)

Akibatnya by,a9,a; € R dengan by,ap,a; # 0 sedemikian sehingga f(xz)b; =
ao(g9(x)) = ai(g(x)) = 0.
Kondisi 3
Misalkan ag # 0, by # 0. Maka terbukti bahwa ada r, s € R dengan r, s # 0 sehingga
f@)r = f(x)bgp = 0 dan sg(x) = apg(x) = 0. Jadi terbukti bahwa R ring McCoy
linier.

Selanjutnya, asumsikan bahwa a1bg # 0. Maka dari persamaan (2.8) diperoleh
apby # 0. Maka dapat dipilih » = a1b9 # 0 dan s = agb; # 0 sehingga

f(@)r = f(x)(a1bo) = (ag + a12)(a1by) = agarbo + ajaiboz. (2.18)
dan
Sg(!E) = (aobl)g(:n) = (a0b1)(b0 + blx) = agb1bg + agbibix. (2.19)

Perhatikan bahwa karena R ring semikomutatif maka dari persamaan (2.7) dan
(2.9) diperoleh

aobg = 0 = agb1by = 0, (2.20)
agbg = 0 = agarbg = 0, (2.21)
a1b1 =0 = aiagb; =0, (2.22)
a1by = 0 = a1bgb; = 0. (2.23)

Sekarang kalikan persamaan (2.8) dengan a; pada sisi kiri, sehingga
0 = a1(a1bg + agby) = ar1a1by + arapby, (2.24)
dari persamaan (2.22) diperoleh ajapb; = 0 sehingga
arai1bg = 0. (2.25)
Kalikan juga persamaan (2.8) dengan b, pada sisi kanan, sehingga
0 = (a1bo + apb1)b1 = a1bob1 + agb1by (2.26)
dari persamaan (2.23) diperoleh a1bpb; = 0 sehingga
aobiby = 0. (2.27)

dari persamaan (2.21)dan (2.25) terbukti bahwa f(x)a1by = 0 dan dari persamaan
(2.20) dan (2.27) terbukti bahwa agb;g(z) = 0. Sehingga terbukti bahwa R adalah
ring McCoy linier. O

Teorema 2.12. [7 Jika R adalah ring McCoy linier kanan maka R adalah
Dedekind berhingga.
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Sama halnya dengan pengembangan ring Armendariz, ring McCoy linier juga da-
pat dikembangkan menjadi ring McCoy linier sentral. Berikut ini diberikan definisi
ring McCoy linier sentral. Ring R disebut McCoy sentral, jika f(x)g(z) = 0, dengan
fx) = a0+ a1z + -+ apa”, g(x) = b + bz + - + apa™ € Rz] \ {0} maka
terdapat 1, s € R dengan r, s # 0 sedemikian sehingga untuk setiap ¢ € {0,1,--- ,n}
dan j € {0,1,--- ,m} berlaku a;r € C(R) dan sb; € C(R). Ring R disebut McCoy
linier sentral, untuk setiap ¢,7 € {0,1}. Karena jelas bahwa jika R ring McCoy
sentral maka R ring McCoy linier sentral dan jika R adalah ring McCoy linier maka
R adalah ring McCoy linier sentral.

Selanjutnya dikaji kaitan antara pengembangan ring Armendariz dan pengem-
bangan ring McCoy.

Teorema 2.13. [7 Jika R adalah ring Armendariz linier maka R adalah ring
McCoy linier.

Teorema 2.14. Jika R adalah ring Armendariz sentral maka R adalah ring McCoy
sentral.

Bukti. Misalkan f(x)g(z) = 0dengan f(z) = ag+arz+- - -+ana™, g(z) = bo+brz+
-+ +bpa™ € R[z]. Karena R ring Armendariz sentral maka diperoleh a;b; € C(R)
untuk setiap i € {0,1,--- ,n} dan j € {0,1,--- ,m}. Akan dibuktikan a;r € C(R)
dan sb; € C(R) untuk suatu r,s € R dengan r,s # 0. Perhatikan bahwa karena
f(x), g(z) polinomial tak nol maka a,,b,, # 0. Pilih r = b,, dan s = a,,. Karena R
ring Armendariz sentral maka diperoleh a;r = a;b1 € C(R) dan sb; = a1b; € C(R).
Jadi terbukti bahwa R ring McCoy sentral. O

Jadi jelas bahwa jika R adalah ring Armendariz linier sentral maka R adalah
ring McCoy linier sentral.

3. Kesimpulan

Dari pembahasan yang telah dipaparkan diperoleh kesimpulan mengenai sifat-sifat
dari pengembangan ring Armendariz dan ring McCoy yang dituliskan dalam Gam-
bar 1, dengan keterangan bahwa tanda (—) artinya kaitan jika --- maka - --.
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