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Abstrak. Pemrograman linier bilangan bulat merupakan bagian dari pemrograman li-
nier dimana semua atau beberapa variabel keputusan berupa bilangan bulat. Pemrog-
raman linier bilangan bulat murni adalah salah satu bentuk dari pemrograman linier
bilangan bulat. Dalam penelitian ini akan dibahas bagaimana menyelesaikan masalah
pemrograman linier bilangan bulat murni dengan menggunakan metode reduksi variabel.
Penyelesaian masalah pemrograman linier bilangan bulat murni dengan menggunakan
metode reduksi variabel menghasilkan solusi optimal dengan semua variabel keputusan
berupa bilangan bulat yang perhitungannya lebih mudah dan sederhana. Hal ini diper-
lihatkan melalui beberapa contoh yang diberikan.

Kata Kunci: Pemrograman linier, Pemrograman linier bilangan bulat, metode reduksi
variabel, solusi optimal

1. Pendahuluan

Penerapan optimisasi dapat digunakan dalam semua cabang ilmu teknik dan sains.
Pemrograman linier adalah bagian dari pemrograman matematika yang merupakan
cabang dari optimisasi. Pemrograman linier adalah merencanakan kegiatan-kegiatan
untuk memperoleh hasil yang optimal, yaitu suatu hasil untuk mencapai tujuan
yang ditentukan dengan cara paling baik di antara semua alternatif yang mungkin
[1]. Nilai variabel keputusan yang diinginkan pada masalah pemrograman linier
dalam kehidupan sehari-hari adalah bilangan bulat. Oleh karena itu, masalah terse-
but diselesaikan sebagai masalah pemrograman linier bilangan bulat [2].

Masalah pemrograman linier bilangan bulat dapat diselesaikan dengan metode
Cutting Plane dan metode Branch and Bound [2]. Pada metode Cutting Plane,
solusi bilangan bulat optimum dapat diperoleh dengan menggunakan metode Sim-
pleks dan metode Dual Simpleks serta menambahkan ketaksamaan yang baru.
Metode ini memiliki kelemahan, karena banyaknya kendala tambahan dan iterasi
yang tidak dapat diprediksi. Sementara itu, pada metode Branch and Bound solusi
bilangan bulatnya juga dapat diperoleh dengan metode Simpleks. Jika solusi bukan
bilangan bulat, maka dilakukan pencabangan masalah menjadi dua sub masalah
sehingga diperoleh solusi yang dibutuhkan. Metode ini memiliki kelemahan, karena
banyaknya sub masalah dan iterasi juga tidak dapat diprediksi. Oleh karena itu, un-
tuk mengatasi kelemahan dari kedua metode tersebut dalam menyelesaikan masalah
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program linier bilangan bulat, digunakan suatu pendekatan baru yang dinamakan
metode Reduksi Variabel [2].

Metode Reduksi Variabel adalah sebuah metode yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan masalah pemrograman linier bilangan bulat murni [2]. Metode ini
lebih sederhana daripada metode Cutting Plane dan metode Branch and Bound.
Adapun keuntungan dari metode Reduksi Variabel antara lain: tidak perlu menggu-
nakan metode Simpleks dan/atau Dual Simpleks, tidak perlu menambahkan kendala
baru dan /atau variabel baru, banyak sub masalah dapat diprediksi dan perhitun-
gannya sangat sederhana dan mudah.

Dalam penelitian ini akan dibahas bagaimana menyelesaikan masalah pemrog-
raman linier bilangan bulat murni berikut.

n
Maksimumkan  z = Z Cjx;
j=1
dengan kendala

> ajz; <b;, untuki=1,2,--,m,
j=1
xj >0, z; adalah bilangan bulat,

dengan menggunakan metode Reduksi Variabel.

2. Metode Reduksi Variabel

Pada penelitian ini akan dibahas permasalahan pemrograman linier bilangan bulat
murni dua variabel pada kasus maksimisasi dengan metode reduksi variabel.
Pandang masalah pemrograman linier bilangan bulat murni (P2) berikut.

2
Maksimumkan z= Z CjT;
Jj=1
dengan kendala
2

Zaijxj <b;, untuk i=1,2,---, m,

=1
dimana

x; > 0 dan bilangan bulat, untuk j=1,2,

¢j > 0,a;; > 0 dan b; > 0,V dan j.

Nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari x; pada masalah P2 yang dino-
tasikan dengan 7 diberikan oleh [2]:

b,

x;?:minﬂ’J ci=1,2,-- ,m}, j=1,2
@
iJ

dengan | k] menunjukkan nilai bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau sama
dengan k, dan z(P2) menunjukkan nilai optimal dari z.
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Selanjutnya diberikan masalah pemrograman linier (EP2) berikut.
Tentukan nilai z dan bilangan bulat terbesar dari x; dan 22 sedemikian sehingga,

2
Maksimumkan z= Z ¢z (21, 22) € P atau Q
j=1
dimana
bi —a; .
P= {(wl,xg); x1 €{0,1,2,---, U} dan a9 :min{{alle ,1=1,2,--- ,m}}
;2

dengan U adalah nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari z;, yaitu 7 dan

b; — a; .
Q= {(xl,xg);xg €{0,1,2,---, V} dan —min{{mJ ,i=1,2,--- Jn}}
Qi1
dengan V adalah nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari xs, yaitu z5.
Solusi dari masalah EP2 ditunjukkan dengan z(EP2).
Relasi antara masalah P2 dan EP2 dinyatakan oleh teorema berikut.

Teorema 2.1. (z7,x5,2*) adalah solusi dari masalah pada P2 jika dan hanya jika
(3,25, 2%) adalah solusi dari masalah EP2.

Bukti. Pembuktian teorema akan dilakukan melalui pembuktian dua arah yaitu:
(<) Misalkan (z},x3,2*) adalah solusi dari masalah EP2. Karena kendala
masalah EP2 sama dengan masalah P2, maka hal ini menyatakan bahwa (a7, z3)
memenuhi semua kendala pada masalah P2. Karena fungsi yang ingin dicari adalah
nilai maksimum pada masalah FP2 sama dengan masalah P2, maka (z7%, %) juga
memberikan nilai maksimum dari z yaitu z*. Oleh karena itu, (7,3, 2*) adalah
solusi dari masalah P2.

(=) Misalkan (z}, 23, z*) adalah solusi dari masalah P2, maka (z}, z}) memenuhi
semua kendala dari masalah P2. Karena 27 € {0,1,2,---, U}, dimana U adalah
nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari 27 dan,

. b —anxy | .
5 =min{ | —2L|;i=1,2,--- ,my,
;2

atau karena x5 € {0,1,2,---, V}, dimana V adalah nilai bilangan bulat terbesar
yang mungkin untuk x- dan,

. bi — aipxs | .
m’{:mm{{w ;1=1,2,---,m
Qi1

maka (27, z3) memberikan nilai maksimum dari z yaitu z*. Jadi (a7, z3, 2*) adalah
solusi dari masalah EP2. m|

3. Algoritma Metode Reduksi Variabel

Langkah-langkah yang dilakukan untuk memperoleh solusi bilangan bulat optimum
dari masalah pemrograman linier bilangan bulat murni dua variabel dengan metode
reduksi variabel adalah sebagai berikut.
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(1) Tentukan minimum dari nilai-nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari
x1 dan x2 yang ditunjukkan dengan z7 dan z5. Nilai U berhubungan dengan
z{ dan V berhubungan dengan 3.

(2) Selesaikan masalah EP2 yang merupakan masalah yang ekuivalen dengan
masalah P2. Misalkan z*, 2} dan x5 adalah solusi dari masalah EP2.

(3) Berdasarkan Teorema 2.1, solusi masalah P2 adalah : z(P2) = z*,x; = x] dan
To = T3.

Dapat disimpulkan bahwa dalam metode reduksi variabel ini kita tidak menyele-
saikan semua nilai variabel keputusan yang mungkin, tetapi cukup dengan mem-
perhatikan nilai variabel keputusan

b;
x?—min{{J ,i=1,2,--- ,m}7 ji=1,2.
Qi

4. Masalah-masalah Pemrograman Linier Bilangan Bulat Murni
dan Penyelesaiannya

Berikut diberikan contoh penerapan metode reduksi variabel dalam masalah pem-
rograman linier bilangan bulat murni.

Contoh 4.1. [5] Sebuah Perusahaan akan memutuskan membuat meja atau kursi.
Untuk membuat satu meja membutuhkan waktu pengerjaan selama 1 jam dan kayu
sebanyak 9 board feet. Sementara untuk membuat satu kursi membutuhkan waktu
pengerjaan selama 1 jam dan kayu sebanyak 5 board feet. Waktu pengerjaan yang
tersedia tidak lebih dari 6 jam dan kayu yang tersedia tidak lebih dari 45 board feet.
Masing-masing meja menghasilkan keuntungan sebesar $8 dan masing-masing kursi
menghasilkan keuntungan $5. Berapakah perusahaan tersebut harus membuat meja
atau kursi agar mendapatkan keuntungan maksimum?
Solusi.
Definisikan:
xz1 adalah banyaknya meja yang akan dibuat,
x9 adalah banyaknya kursi yang akan dibuat.

Secara matematis masalah tersebut dapat diformulasikan sebagai:

Maksimumkan z = 81 + bz (4.1)
dengan kendala

1+ To S 6,
921 4 o < 45,

z1,x3 > 0 dan bilangan bulat.

Dengan menggunakan algoritma reduksi variabel maka diperoleh:
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(1) Nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari z; adalah:
e 2]}
i =min< | —|,| — ]| ¢,
a1l a1
= min 9 43
B L9y’

= min {6,5},
= 9.

Ini berarti bahwa U = 5.
Sedangkan nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari zo adalah:

amf|2]| 2]}
2] )

= min {6, 9},
=6.
Ini berarti bahwa V = 6.
Dari hasil 9 dan x5 yang diperoleh, maka nilai minimum dari nilai-nilai
bilangan bulat terbesar yang mungkin adalah 5.

(2) Karena nilai minimum dari nilai-nilai bilangan bulat terbesar berhubungan
dengan 7, maka solusi dari masalah (4.1) adalah

P= {(xl,arg);xl €{0,1,2,--- U} dan z4 :rnin{v1 —a11$1J , Vh—amle}}’

a2 a22

6 — 45 -9
= {(331,:62);1‘1 €{0,1,2,3,4,5} dan x4 :min{{ 1x1J 7{ 5 le}}

Dari hasil yang telah diperoleh, maka calon solusi optimal adalah sebagai
berikut.

e jika nilai z1 = 0,29 = 6 maka z = 8(0) + 5(6) = 30,
e jika nilai z1 = 1,29 = 5 maka z = 8(1) + 5(5) = 33,
e jika nilai z1 = 2,29 = 4 maka z = 8(2) + 5(4) = 36,
e jika nilai 71 = 3,72 = 3 maka z = 8(3) + 5(3) = 39,
e jika nilai z1 = 4,29 =1 maka z = 8(4) + 5(1) = 37,
e jika nilai z; = 5,29 = 0 maka z = 8(5) + 5(0) = 40

(3) Berdasarkan Teorema 2.1, maka solusi optimal tersebut juga merupakan solusi
masalah (4.1).
Oleh karena itu, keuntungan maksimum yang diperoleh perusahaan adalah
$40 pada saat x; = 5,22 = 0 yang berarti perusahaan dapat membuat 5 meja
dan tidak membuat kursi.

Contoh 4.2. Sebuah perusahaan menghasilkan 2 jenis produk A dan B. Dari hasil
penjualan, produk A memberikan keuntungan $8,5 sedangkan produk B mem-
berikan keuntungan $17. Masing-masing produk diproses dengan 2 mesin, yaitu
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mesin 1 dan mesin 2. Produk A membutuhkan 3,5 jam waktu pemrosesan dengan
menggunakan mesin 1 dan 1,6 jam waktu pemrosesan dengan menggunakan mesin
2. Sementara, produk B membutuhkan 10 jam waktu pemrosesan dengan menggu-
nakan mesin 1 dan 2 jam waktu pemrosesan dengan menggunakan mesin 2. Selama
hari kerja, mesin 1 tersedia tidak lebih dari 25 jam dan mesin 2 tersedia tidak lebih
dari 16 jam. Berapakah perusahaan tersebut harus memproduksi produk A atau
produk B agar perusahaan memperoleh keuntungan yang maksimum?
Solusi.
Definisikan:
21 adalah banyaknya produk A yang diproduksi,
9 adalah banyaknya produk B yang diproduksi.

Secara matematis masalah tersebut dapat diformulasikan sebagai:

17
Maksimumkan 2= + 1729 (4.2)

dengan kendala

7
51”1 + 10z < 25,

8
3171 + 2$2 S 167

x1,T9 > 0 dan bilangan bulat.
Dengan menggunakan algoritma reduksi variabel maka diperoleh:

(1) Nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari z; adalah:
e 2]
x{ =min< | —|,| —| ¢,
ail a1
A7)
= min - | = 5
2 5

= min {7, 10},
=T.

Ini berarti bahwa U = 7.
Sedangkan nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari x5 adalah :

-] 2]}
-on 3] 4]}

= min {2, 8},
= 2.
Ini berarti bahwa V = 2.

Dari hasil 27 dan x5 yang diperoleh, maka nilai minimum dari nilai-nilai
bilangan bulat terbesar yang mungkin adalah 2.
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(2) Karena nilai minimum dari nilai-nilai bilangan bulat terbesar berhubungan
dengan x5, maka solusi dari masalah (4.2) adalah

Q = {(xlvxZ);lﬁ € {071723”' 7V} dan z; = mln{ \‘bl — a12x2J ) \fb _a22x2J }}

a1 a21

= {(Ihxz);xz € {0,1,2} dan z; = min{vf) 7105”2J 7 {16 82I2J }}

2

5
Jadi dari hasil yang telah diperoleh, maka calon solusi optimal adalah sebagai

berikut.
e jika nilai 21 = 7,25 = 0 maka z = 1(7) +17(0) = 59, 5,
e jika nilai 21 = 4,25 = 1 maka z = 11(4 + 17(1) = 51,

e jika nilai 21 = 1,22 = 2 maka z = 1(1) + 17(2) = 42, 5.
(3) Berdasarkan Teorema 2.1, maka solusi optimal tesebut juga merupakan solusi
masalah (4.2. Oleh karena itu, nilai z maksimum yang diperoleh adalah $59,5

pada saat ©; = 7,z9 = 0 yang berarti perusahan dapat memproduksi produk
A sebanyak 10 buah dan tidak memproduksi produk B.

Contoh 4.3.
Maksimumkan z = 4x1 + 5xg (4.3)
dengan kendala
3x1 4 225 < 10,
21 +4xe <11,
3x1 4 3x9 < 13,
1,22 > 0, dan bilangan bulat.

Dengan menggunakan algoritma reduksi variabel maka diperoleh:

(1) Nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari z; adalah:
e[ L) L)
Iy = 1mn R > - )
a1y a21 as1
) 10 11 13
= min o | = | o )
3 1 3

= min {3,11,4},

=3.

Ini berarti bahwa U = 3.
Sedangkan nilai bilangan bulat terbesar yang mungkin dari zo adalah:

sens{[2]| 2] 2]}
N

=min {5, 2,4},
= 2.
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Ini berarti bahwa V = 2.
Dari hasil 9 dan x5 yang diperoleh, maka nilai minimum dari nilai-nilai
bilangan bulat terbesar yang mungkin adalah 2.
(2) Karena nilai minimum dari nilai-nilai bilangan bulat terbesar berhubungan
dengan x5, maka solusi dari masalah (4.3) adalah

Q= {(a:l,xg);xz €{0,1,2,---,V} dan :minﬂbl‘amJ :
11
VD - a22$2J V)3 - a32$2J }}
a21 ’ a3 ’
= {((El,.’lig);.’l}z € {0,1,2} dan 27 = min { {10_32;61 ,

S

Jadi dari hasil yang telah diperoleh maka calon solusi optimal adalah sebagai
berikut.

e jika nilai 21 = 3,22 = 0 maka z = 4(3) + 5(0) = 12,
o jika nilai 21 = 2,25 = 1 maka z = 4(2) + 5(1) = 13,
o jika nilai z1 = 2,29 = 2 maka z = 4(2) +5(2) = 18.

(3) Berdasarkan Teorema 2.1, maka solusi optimal tersebut juga merupakan solusi
pada masalah (4.3). Oleh karena itu, nilai z maksimum yang diperoleh adalah
18 pada saat x1 = 2,29 = 2.

5. Penutup

Dalam penelitian ini dibahas masalah pemrograman linier bilangan bulat murni
untuk dua variabel dengan menggunakan metode reduksi variabel. Metode re-
duksi variabel menghasilkan solusi optimal dengan variabel keputusannya berupa
bilangan bulat murni yang perhitungannya lebih mudah dan sederhana. Penggu-
naan metode ini diperlihatkan dari tiga buah contoh yang diberikan.
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