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Abstrak. Penelitian ini membahas tentang kestabilan soliton cerah onsite pada per-
samaan Schrédinger nonlinier diskrit (SNLD) dengan penambahan potensial linier se-
cara numerik untuk kasus anti-continum limit. Perhitungan numerik dilakukan dengan
menyelesaikan masalah nilai eigen yang bersesuaian. Berdasarkan analisis yang dilakukan
terhadap nilai eigen tersebut, disimpulkan bahwa soliton cerah onsite selalu berprilaku
stabil. Hal ini juga dikonfirmasi oleh evolusi solusi dinamiknya.
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1. Pendahuluan

Persamaan Schrodinger Nonlinier Diskrit (SNLD) merupakan salah satu persamaan
yang sering muncul pada berbagai aplikasi ilmu pengetahuan. Beberapa manfaat
dari persamaan ini dapat dijumpai pada dinamika sistem osilator tak-harmonik
terikat (coupled), perambatan serat optik pada pandu gelombang nonlinier terikat,
dan dinamika kondensasi Bose-Einstein [Bose-Einstein condensation (BEC)| yang
terperangkap dalam potensial periodik [6].

Persamaan SNLD sangat menarik untuk dikaji karena memiliki solusi spesial
yang dikenal dengan soliton. Soliton didefinisikan sebagai gelombang nonlinier ter-
lokalisasi yang selalu mempertahankan bentuknya ketika merambat pada kecepatan
konstan sekalipun setelah berinteraksi dengan sesamanya [1,6]. Sifat unik soliton ini
sangat berperan penting dalam perkembangan teknologi dan informasi masa depan
karena soliton dapat direkayasa sebagai pembawa informasi yang dapat meram-
bat pada media dengan jarak tempuh yang sangat jauh tanpa ada gangguan yang
berarti [7].

Persamaan SNLD merupakan salah satu persamaan yang nonintegrable, se-
hingga salah satu cara yang dapat dilakukan untuk menyelesaikan persamaan terse-
but adalah dengan melakukan perhitungan numerik. Dalam aplikasi yang lebih re-
alistik, persamaan SNLD dilengkapi dengan penambahan potensial linier. Sehingga
paper ini bertujuan untuk menentukan kestabilan soliton cerah onsite pada per-
samaan SNLD dengan penambahan potensial linier secara numerik.
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Adapun sistematika penulisan pada paper ini adalah sebagai berikut. Pada
bagian kedua dijelaskan persamaan model dan analisis awal. Bagian ketiga mem-
bahas tentang konstruksi numerik dalam menentukan solusi dan kestabilan soliton.
Kemudian, bagian keempat menjelaskan hasil numerik yang diperoleh dari kon-
struksi numerik pada bagian sebelumnya. Bagian terakhir berisi kesimpulan.

2. Persamaan Model dan Analisis Awal

Persamaan SNLD dengan penambahan potensial linier diberikan oleh

Wy, = —eAgty, + naty, £ 1y [*1hn, (2.1)

dimana 1, adalah fungsi gelombang terhadap waktu, site n € Z, ¢n menyatakan
turunan v, terhadap ¢, € > 0 merepresentasikan konstanta pengikat (coupling con-
stant) antara dua site yang bersebelahan, o menyatakan konstanta potensial linier,
dan Agt), = Y41 — 29, + 1,1 adalah Laplacian diskrit pada dimensi satu. Tanda
“—" (“47) di depan suku nonlinier pada persamaan (2.1) menunjukkan tipe kenon-
linieran focusing (defocusing) yang memuat solusi soliton cerah (gelap).

Persamaan (2.1) memiliki invarian gauge atau invarian phase, yaitu jika dike-
nakan suatu transformasi ¥,, — 1,e? untuk setiap nilai § € R maka persamaannya
tidak berubah. Dengan demikian, pada persamaan (2.1) dapat dilakukan transfor-
masi 1, () = ¢y, (t)e*™, sehingga diperoleh

7’¢n = _5A¢n + A¢n + nag, — |¢n|2¢n (2'2)

dimana A¢,, = ¢py1 + ¢p_1 dan A = 2e + A.

Solusi statis dari persamaan (2.2) dapat diperoleh dengan cara mensubstitusikan
¥, = uy ke persamaan (2.2), dimana u,, tidak bergantung pada waktu. Sehingga
diperoleh persamaan berikut:

—eAuy, + Ay + nauy, — [ug|*u, = 0. (2.3)

Nilai parameter A pada persamaan (2.3) dapat dinormalkan menjadi 1 dengan
menggunakan transformasi berikut:

Up — Up VA, € = e\, a— aA.

Secara umum solusi u,, merupakan fungsi bernilai kompleks. Meskipun demikian,
analisis pada persamaan (2.3) untuk solusi w, dapat disederhanakan tanpa men-
gurangi keumuman dengan meninjau solusi yang bernilai riil saja [2,4]. Dengan
demikian, persamaan (2.3) dapat ditulis menjadi

—eAuy, + up, + nou, — ui

= 0. (2.4)

Paper ini membahas tentang eksistensi dan kestabilan soliton cerah onsite pada
persamaan (2.4) dengan syarat batas

u, — 0 bilamana n — *£oo0.
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3. Konstruksi Numerik

Pada bagian ini dijelaskan konstruksi numerik dari metode Newton-Raphson, penye-
lesaian masalah nilai eigen, dan metode Runge-Kutta untuk kasus yang sedang
dikaji pada paper ini. Semua perhitungan numerik dilakukan pada domain n €
[-N, N] dengan syarat batas

UL (N41) = UEN-

3.1. Metode Newton-Raphson

Penyelesaian numerik untuk solusi soliton diskrit stasioner dari persamaan (2.4) di-
lakukan dengan menggunakan metode Newton-Raphson. Adapun rumus iterasinya
diberikan oleh [5]

) = (k) _ 31p((0))

dimana,
x = (u_n-u_qu ui-uy)’,
Of-n ... Ofon ... Of-n
ou_n dug oun
J= : : : )
Ofn ... Ofn ... Ofn
8’[1471\7 6’!1.(] BuN
1—Na-—3u?y —¢ 0 —&
—& — 0
= 0 o1 —3(up)? . 0 )
: 0 —& —€
—€ 0 —e 1+ Na —3u¥
dan

—eAu_n+u_n+ (—N)au_y — (u_n)?
f= —eAug + ug — (ug)?
—eAuy +uny + Nauy — (UN)S

3.2. Penyelesaian Masalah Nilai Eigen secara Numerik

Kestabilan solusi soliton cerah onsite pada persamaan (2.2) dapat ditentukan den-
gan menyelesaikan masalah nilai eigen dari sistem. Untuk melakukannya, substi-
tusikan ¢, (t) = up, + 0xn(t), dengan 6 < 1 ke persamaan (2.2) sehingga diperoleh
persamaan linier pada O(§) sebagai berikut.

iXn = —€AXn + Xn + naXn — QUSLXn - U%Xn- (3.1)



Kestabilan Soliton Cerah Onsite pada Persamaan Schrédinger Nonlinier Diskrit 71

Karena Yy, bernilai kompleks, maka solusi dari persamaan (3.1) dapat ditulis
dengan x, = n,e™t + £,e~ . Dengan demikian, diperoleh masalah nilai eigen

eA —1—na+2u? u? ) _ (M
—u? —eA+1+na—2u? &) T \& )

Karena unsur-unsur dari matriks koefisien di atas bernilai riil, maka @ juga
merupakan nilai eigen. Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa solusi u,, stabil
jika Im (w) = 0 untuk setiap nilai eigen w.

Masalah nilai eigen di atas dapat disederhanakan dengan melakukan eliminasi
pada salah satu vektor eigennya. Misalkan yang dieliminasi adalah &,, sehingga
diperoleh

Li(e)L_()mm = Wy = Oy, (3.2)
dimana operator £_(¢) dan £, (&) didefinisikan sebagai berikut:
Li(e) = —eA — (u2 — 1 —na),
L_(g) = —eA — (3u? — 1 —na).

Dari hubungan € = w? dapat disimpulkan bahwa solusi soliton tidak stabil jika
memiliki nilai eigen Q < 0 atau Im(Q) # 0.

3.3. Metode Runge Kutta
Penyelesaian solusi soliton dinamik dari persamaan (2.2) secara numerik disele-

saikan dengan metode Runge-Kutta orde 4 dengan rumus iterasi [3] sebagai berikut.

k,
(k+1) — (k) L 22, 23, ™M
y y +[6+3+3+6],

dengan
ki = —i(—eA¢ + ¢ + Ina.g — |¢]%9),
ky = —i(—eA¢ + h%) + (¢ + h%) +Ina.(¢ + h%)
16+ hLP(E+ hL),
hk hk hk
ks = ~i(—eAd(6+ 57) + (6 + 7) + Inau(d+ =7)
hk hk
16+ 5P+ 5.
k, = —i(—eAgb((b + hks) + (¢ + hks) + Ina.(¢ + hks)
—|¢ + hks|*(¢ + hks)),
dimana
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4. Hasil Numerik

Pada bagian ini dibahas solusi dan kestabilan soliton cerah onsite pada persamaan
SNLD dengan penambahan potensial linier secara numerik.

4.1. Solust Soliton

Pada kasus limit anti continum, yaitu untuk ¢ = 0, persamaan (2.4) mempunyai

solusi eksak u,, = uE? ), dimana setiap usLO) harus memiliki salah satu dari tiga nilai
berikut:

0,+1.

Pada dasarnya, terdapat takhingga konfigurasi untuk solusi u%o). Namun, pada
paper ini akan difokuskan untuk solusi soliton cerah onsite yaitu:

1n=20
(0) — ’ 4.1
n {On;é(). (4-1)

Solusi eksak yang diperoleh dijadikan sebagai tebakan awal dalam menentukan
solusi numerik. Adapun solusi soliton untuk beberapa nilai ¢ dan « diberikan pada
Gambar 1.

e=01, w=001 e=001, =001
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5 . L . . . . L . .
30 =20 -10 o 10 20 30 -30 20 i 0 10 il 30

Gambar 1. Solusi soliton cerah onsite untuk beberapa nilai € dan «

4.2. Kestabilan Solust Soliton

Kestabilan solusi soliton secara numerik diperoleh langsung dengan menyelesaikan
masalah nilai eigen. Perhatikan kembali masalah nilai eigen untuk persamaan (2.2).
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Operator L4 (¢) dan £_(e) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

l1-Na—u?y - 0 - 0
—€ .- 0 :
Li(e) = 0 ol —wd 0 :
: 0 - . —€
0 w0 —el+Na-—u3
1-Na-3u2y —e 0 0
— - 0
L(e) = 0 o1 3u 0 )
: .- . —€
0 0 —el+Na-3u}

Adapun vektor eigen ditulis dengan
L T
7= (M-n-"n-1m0 M- 1N)

Masalah nilai eigen di atas kemudian diselesaikan secara numerik sehingga diperoleh
nilai eigen ) dan vektor eigen 7, untuk setiap solusi u,,.

Karena kestabilan suatu sistem ditentukan oleh nilai eigen, maka akan dibahas
struktur nilai eigen yang diperoleh secara numerik untuk beberapa nilai ¢ dan «
yang ditunjukkan pada Gambar 2. Pada gambar terlihat bahwa Im(w) = 0 sehingga
dapat disimpulkan bahwa soliton selalu berprilaku stabil untuk nilai-nilai parameter

tersebut.
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Gambar 2. Struktur nilai eigen dari soliton onsite untuk beberapa nilai € dan o
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Perlu diperhatikan bahwa solusi soliton onsite pada sistem persamaan SNLD di
bawah pengaruh potensial linier ini terdefinisi dalam rentang nilai € dan « tertentu.
Kumpulan titik-titik € untuk setiap « yang menjadi batas daerah definisi dari soliton
ditandai oleh garis putus-putus. Hal ini dapat dilihat pada Gambar 4.2.

Gambar 3. Daerah kestabilan soliton

4.3. Solusi Soliton Dinamik

Selanjutnya ditampilkan evolusi solusi dinamik dari soliton cerah onsite pada
persamaan (2.2) yang diselesaikan secara numerik dengan menggunakan metode
Runge-Kutta orde 4 yang ditunjukkan oleh Gambar 4. Hal ini bertujuan untuk
mengkonfirmasi kestabilan yang telah diperoleh. Pada gambar dapat dilihat bahwa
solusi soliton berprilaku stabil, sesuai dengan analisis kestabilan yang dilakukan
pada subbagian sebelumnya.

£=001 a&=0001 time =100 £=0.1,c=0007 time =100

time time

£=0.01,0=01, time =100 e=01a=01time=100

Gambar 4. Solusi dinamik dari soliton cerah onsite pada persamaan (2) untuk beberapa nilai
dan «
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5. Kesimpulan

Perhitungan nilai eigen secara numerik pada persamaan Schroédinger nonlinier
diskrit (SNLD) di bawah pengaruh potensial linier, terutama untuk nilai ¢ dan «
yang cukup besar memperlihatkan bahwa solusi soliton cerah onsite selalu berpri-
laku stabil. Hal ini juga sudah dikonfirmasi oleh evolusi dinamik dari solusi soliton
itu sendiri.
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