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Abstrak. Misalkan G adalah suatu graf dengan banyak titik p dan banyak sisi q. Pela-
belan total (a, d)-sisi antiajaib dari graf G adalah suatu fungsi bijektif f : V (G)∪E(G)→
{1, 2, · · · , p + q} sedemikian sehingga bobot sisi w(u, v) = f(u) + f(uv) + f(v) dengan

uv ∈ G membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a dan beda d. Suatu pelabelan
total graf G dikatakan super jika f(V ) = {1, 2, · · · , p}. Tulisan ini mengkaji kembali ten-
tang pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib super pada gabungan graf lengkap mKn untuk

n ≥ 3 dan m ≥ 3, seperti yang telah diperoleh dalam [1].

Kata Kunci : Pelabelan total (a, d)-Sisi Antiajaib, Graf Lengkap, Gabungan Graf lengkap

1. Pendahuluan

Teori graf adalah bagian dari matematika diskrit yang banyak digunakan sebagai

alat bantu untuk menggambarkan atau menyatakan suatu persoalan agar lebih mu-

dah dimengerti dan diselesaikan. Suatu graf G = (V,E) dengan V (G) dan E(G)

berturut-turut adalah himpunan titik dan himpunan sisi pada graf G. Banyaknya

titik pada G dinotasikan sebagai |V (G)| = p dan sementara banyaknya sisi pada

G dinotasikan |E(G)| = q. Pelabelan (labeling) pada suatu graf adalah pemetaan

atau dari setiap elemen graf ke bilangan bulat positif, yang mana bilangan tersebut

disebut dengan label. Jika domain dari fungsi tersebut adalah himpunan titik (atau

himpunan sisi), maka pelabelannya disebut pelabelan titik (atau pelabelan sisi).

Jika domain dari fungsi tersebut adalah himpunan titik dan himpunan sisi, maka

pelabelannya disebut pelabelan total.

Suatu fungsi bijeksi f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, · · · , p + q} dikatakan sebagai

pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib pada graf G jika himpunan bobot sisi untuk

semua sisi di G yang dinotasikan dengan W = {w(xy)|w(xy) = f(x) + f(xy) +

f(y), xy ∈ E(G)}, dapat ditulis sebagai W = {a, a + d, a + 2d, · · · , a + (q − 1)d}
untuk suatu a > 0 dan d ≥ 0. Suatu pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib dari graf G

dikatakan super apabila f(V ) = {1, 2, · · · , p}.

2. Pelabelan Total (a, d)-Sisi Antiajaib Super Pada Gabungan

Graf Lengkap mKn

Pada bagian ini akan dikaji kembali tentang pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib

super pada graf yang dikonstruksi dari gabungan saling lepas m graf lengkap Kn,
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dengan n ≥ 1 dan m ≥ 1, seperti yang telah dibahas dalam [1]. Pada Gambar 2

diberikan ilustrasi graf mKn, untuk n ≥ 1.

Gambar 1. Gabungan m graf Kn

Himpunan titik dan sisi graf mKn dinotasikan sebagai berikut.

V (mKn) = {xj
i : 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ m},

E(mKn) =

m⋃
j=1

n−1⋃
i=1

{xj
ix

j
i+k : 1 ≤ k ≤ n− i}.

Diperoleh bahwa banyaknya titik |V (mKn| = p = mn dan banyaknya sisi

|E(mKn)| = q = mn(n−1)
2 .

Misalkan mKn, m ≥ 2, mempunyai pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib super

h : V (mKn)
⋃
E(mKn) → {1, 2, · · · , mn(n+1)

2 }, maka himpunan bobot sisi mKn

dapat dituliskan sebagai {w(uv) : uv ∈ E(mKn)} = {a, a + d, a + 2d, · · · , a +

(mn(n−1)
2 − 1)d}. Jumlah semua bobot sisi adalah:∑

uv∈E(mKn)

w(uv) =
mn(n− 1)

2

(
a+

(
mn(n− 1)− 2

4

)
d

)
(2.1)

Dalam perhitungan bobot sisi mKn label setiap sisi dihitung satu kali dan label

setiap titik digunakan (n−1) kali. Maka diperoleh jumlah bobot sisi sebagai berikut.

(n− 1)
∑

u∈V (mKn)

h(u) +
∑

uv∈E(mKn)

h(uv) =
(n− 1)mn(mn2 + 7mn+ 6)

8
.(2.2)

Dari pertidaksamaan (2.1) dan (2.2), diperoleh

mn(n− 1)

2

((
4a+mn(n− 1)− 2

4

)
d

)
=

mn(n− 1)(mn2 + 7mn+ 6)

8

4a+ (mn(n− 1)− 2)d = mn2 + 7mn+ 6. (2.3)

Bobot sisi maksimum adalah
mn2

2
+

5mn

2
− 1. Bobot ini diperoleh apabila ke-

dua titik dilabeli dengan label titik terbesar, yaitu mn−1 dan mn, serta sisi terkait

juga dilabeli dengan label sisi terbesar, yaitu
mn(n+ 1)

2
.

Sedangkan bobot sisi minimum adalahmn+4. Bobot ini diperoleh apabila kedua

titik dilabeli dengan label titik terkecil, yaitu 1 dan 2, serta sisi terkait juga dilabeli
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dengan label sisi terkecil, yaitu mn+ 4. Karena nilai bobot sisi tidak akan kurang

dari mn+ 4 dan tidak akan lebih dari mn2

2 + 5mn
2 − 1, maka

mn+ 4 ≤ a,

a+

(
mn(n− 1)

2
− 1

)
d ≤ mn2 + 5mn− 2

2
. (2.4)

Dari (2.4), diperoleh:

mn+ 4 +

(
mn(n− 1)

2
− 1

)
d ≤ a+

(
mn(n− 1)

2
− 1

)
≤ mn2 + 5mn− 2

2

mn+ 4 +

(
mn(n− 1)

2
− 1

)
d ≤ mn2 + 5mn− 2

2

d ≤ 1 +
4m− 8

mn2 −mn− 2
(2.5)

Akibat 2.1. Untuk mK3 dan mK4, m ≥ 2, tidak ada pelabelan total (a, d)-sisi

antiajaib super dengan d ≥ 3.

Bukti. Untuk graf lengkap mK3 dengan m ≥ 2, diperoleh

d ≤ 1 +
4mn− 8

mn2 −mn− 2
,

=
13

5
.

Oleh karena d ≤ 13
5 , maka haruslah d ∈ {0, 1, 2}. Jadi jelas bahwa tidak terdapat

pelabelan total (a, 3)-sisi antiajaib super pada mK3.

Untuk graf lengkap mK4 dengan m ≥ 2, diperoleh

d ≤ 1 +
4mn− 8

mn2 −mn− 2
,

=
23

11
.

Oleh karena d ≤ 23
11 , maka d ∈ {0, 1, 2}. Jadi jelas tidak terdapat pelabelan total

(a, 3)-sisi antiajaib super pada mK4.

Akibat 2.2. Untuk setiap mKn, n ≥ 5, dan m ≥ 2, tidak ada pelabelan total

(a, d)-sisi antiajaib super dengan d ≥ 2.

Bukti. Langkah pembuktian serupa dengan langkah pembuktian Akibat 2.2.

3. Kesimpulan

Misal terdapat graf yang merupakan gabungan dari sebanyak m buah graf lengkap

Kn, dinotasikan mKn. Pada tulisan ini telah dikaji kembahli bahwa untuk m ≥ 2

dan n ∈ {3, 4} tidak terdapat pelabelan (a, d)-sisi antiajaib super dengan d ≥ 3.

Selanjutnya, telah dikaji kembali bahwa untuk n ≥ 5 dan m ≥ 2, tidak terdapat

pelabelan (a, d)-sisi antiajaib super dengan d ≥ 2.
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