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Makalah ini mengkaji kembali paper [2] tentang penentuan bilangan kromatik lokasi
untuk graf kembang api F}, , dimana k = 2,3 dan n > 2.
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1. Pendahuluan

Misalkan terdapat graf G = (V,E) dengan ¢ merupakan suatu pewarnaan ter-
hadap titik-titik di G. Misal [[ = {C1,Cs, -+ ,Ck} adalah partisi terurut dari
V(G) berdasarkan suatu pewarnaan titik. Representasi v terhadap [] disebut kode
warna dari v, dinotasikan crj(v)), adalah vektor dengan panjang-k,

(d(v,C1),d(v,Cy), -+ ,d(v,Ck)),

dimana d(v, C;) = min{d(v, z)|x € C;} untuk 1 < ¢ < k. Jika untuk setiap dua titik
yang berbeda u, v dalam G, cy(u) # cy(v), maka c disebut sebagai pewarnaan kro-
matik lokasi (locating-chromatic coloring) dari G. Pewarnaan lokasi dengan warna
yang minimum disebut pewarnaan lokasi minimum, dan kardinalitas dari himpunan
yang memuat pewarnaan lokasi minimum disebut bilangan kromatik lokasi ({ocating
chromatic number) dari G, dinotasikan dengan . (G).

Graf bintang Sy adalah graf yang terdiri dari & buah titik, dengan satu titik
berderajat £ — 1, yang dinamakan titik pusat, serta k — 1 titik berderajat satu,
dinamakan daun. Graf kembang api (firecracker graph) F,, j adalah graf yang diper-
oleh dari n buah graf bintang S} dengan cara menghubungkan sebuah daun dari
setiap Sy melalui sebuah lintasan. Pada tulisan ini akan dikaji kembali mengenai
penentuan bilangan kromatik lokasi dari graf kembang api F}, ; untuk k£ = 2 dan
k = 3 dengan n > 2, seperti yang telah diperoleh dalam [2].

Tlustrasi graf Kembang Api F, , dapat dilihat pada Gambar berikut:

2. Bilangan Kromatik Lokasi untuk Graf Kembang Api

Pada Teorema 1 berikut diperoleh bilangan kromatik lokasi untuk graf Kembang
Api F, ; untuk nilai k tertentu.
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Gambar 1. Graf kembang api F),

Teorema 2.1. [2] Untuk k =2 dan k = 3, diperoleh

3, jika2<n<T,

4, jikan>17. (2.1)

N (Fug) = {

Bukti. Pembuktian dilakukan dengan melihat dua kasus berikut.

Kasus 1.2 <n<7.

Untuk menunjukkan bahwa jika 2 < n < 7 maka xr,(Fy, ) = 3, diberikan pewarnaan
lokasi seperti yang tertera pada Gambar 2 — Gambar 5. Cara pewarnaan pada
Gambar 2 dan Gambar 3 berbeda dengan cara pewarnaan pada Gambar 4 dan
Gambar 5. Pada Gambar 4 dan Gambar 5, cara pewarnaan c untuk Fj o dan F3 3,
titik yang berwarna 2 yang terletak paling kanan harus diganti dengan warna 1.
Demikian juga untuk Fso dan Fj 3, titik berwarna 3 yang terletak paling kanan
harus diganti dengan warna 2.

1 2 1 2 3 1 1 2 3 1 3 1
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 1 2
(a) (b) (c)

Gambar 2. Pewarnaan lokasi minimum dari (a) Fb 2, (b) Fa,2, (c) Fé,2

Kasus 2. n > 7.

Pertama-tama, akan ditunjukkan bahwa xr(F, ) > 4 untuk k¥ = 2 dan k = 3
dan n > 7. Andaikan terdapat pewarnaan lokasi dengan tiga warna pada Fj, j
tersebut. Akan ditunjukkan bahwa terdapat tepat tiga titik dominan di F;, j terse-
but. Karena untuk n > 7 dan k£ = 2 dan k£ = 3, F}, ; bukan lintasan, maka Fj, i
sedikitnya mempunyai dua titik dominan. Andaikan terdapat dua titik dominan di
F i, namakan x dan y. Maka terdapat lintasan clear ganjil dari = ke y, misalnya
(x =p1,p2, -+ ,pr =y), dengan r genap. Pandang tiga kasus berikut.

(1) Jika derajat x dan y adalah 2, maka untuk Fj, o, dua tetangga dari p, (kecuali
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2 3 2 3 2 3
IE 2} 1} }2 }3 }
2 3 2 3 2 3
(d) (e)
Gambar 3. Pewarnaan lokasi minimum dari (d) Fz 3, (e) Fu,3, (f) Fé6,3
1 2 3 1 2 3 1 2
2 31 2 3 2 3 1

(a) (b)

Gambar 4. Pewarnaan lokasi minimum dari (a) F3,2, (b) F5 2

2 3 1 2 3 2 3 1
1{ §2 {3 l§ % Y§3 {1 }
2 3 1 2 3 2 3 1

(c) (d)

Gambar 5. Pewarnaan lokasi minimum dari (c) F3 3, (d) F5,3

x) akan mempunyai kode warna yang sama, suatu kontradiksi. Untuk F, 3, jika
r < 6 dan v (kecuali p,._2) adalah suatu titik berderajat 3 yang bertetangga
dengan p,_1, maka dua tetangga dari v (kecuali p,_1) akan mempunyai kode
warna yang sama, suatu kontradiksi. Jika r > 6 maka dua tetangga dari ps
(kecuali p2) akan mempunyai kode warna yang sama, suatu kontradiksi.
Sekarang, pandang kasus untuk derajat x adalah 2 dan derajat y adalah 3.
Misalkan z adalah suatu titik berderajat 3 dan bertetangga dengan y (kecuali
pr—1). Pandang dua tetangga dari z (kecuali ). Untuk F,,  dengan k = 2 dan
k =3, jika r < 4 | maka kode warna dari kedua tetangga tersebut akan sama,
suatu kontradiksi. Untuk F), o, jika © > 4, maka kode warna dari dua tetangga
p2 (kecuali z) akan sama. Sedangkan untuk F), 3, kode warna dari dua tetangga
pr—1 (kecuali y) akan sama, suatu kontradiksi.

Pandang derajat dari x dan y adalah 3. Asumsikan bahwa y bertetangga dengan
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titik z yang berderajat 3. Untuk F), ; dan k = 2 dan k = 3, jika r = 2 maka
dua tetangga dari z (kecuali y) akan mempunyai kode warna yang sama, suatu
kontradiksi. Jika r > 2 maka dua tetangga dari z akan mempunyai kode warna
yang sama, suatu kontradiksi. Akibatnya, jika xr(F, %) =3, n > 7 dan k = 2
dan k£ = 3, maka tepat mempunya tiga titik dominan.

Karena G = F,, ; untuk £ = 2 dan k = 3 dan n > 7 mempunyai tiga titik
dominan, maka ketiga titik dominan tersebut terletak pada sebuah lintasan P,
misalkan P : z = p1,p2,--- ,pt = Y, ,pr = 2, dengan x,y, z adalah titik-titik
dominan.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk k& = 2 dan &k = 3 dan n > 7,
XL(Fnx) < 4. Labeli semua daun di F, o dengan li,ls, - ,l,. Titik yang berte-
tangga dengan daun I;, dinotasikan dengan z;, untuk 1 < ¢ < n. Selanjutnya,
definisikan suatu 4-pewarnaan pada F,, » sebagai berikut.

. (@) = {1, Jlka z ganjil,
2, jika i genap.
c(li) =4,
o c(l)=3,i>2.
Dari pendefinisian 4-pewarnaan pada F, o diperoleh kode warna dari semua titik
berbeda, maka ¢ merupakan pewarnaan lokasi pada £y, 2, n > 7.

1 2 1 2
4 3{ 3 3} 3

g O

1 2 2

1 2 2 1

1

3
1 2 2 1
Gambar 6. Pewarnaan lokasi minimum dari F, 3 untuk n > 7

Pandang graf F,, 3 untuk n > 7. Misalkan V(F), 3) = {z;,m;,l; | i =1,2,--- ,n}
dan E(F,3) = {xiziz1 |i=1,2,--- ,n— 1} U{eim;,mil; |0 =1,2,--- ,n}.
Definisikan 4-pewarnaan pada F}, 3 sebagai berikut:
1, jika 7 ganjil,
2, jika 7 genap,

o c(x;) = clly) = {

Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan pada graf F, s, dengan C' = {1,2,3,4}
adalah himpunan warna pada graf F, 3 seperti terlihat pada Fig.7. Kode warna
dari titik-titik F), 3 terhadap [[ = {4, ms,l;} adalah sebagai berikut.

Kode warna pada F), 3 untuk m;:

i CH(ml) = (1a23370)
e cry(m;) = (2,1,0,4 + 1) untuk i genap.
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e crp(m;) = (1,2,0,i + 1) untuk i > 3 ganjil.
Kode warna pada F), 3 untuk z;:

e crp(z1) =(0,1,2,1).
e crp(z;) = (1,0,1,4) untuk i genap.
e crp(z;) = (0,1,1,4) untuk i > 3 ganjil.

Kode warna pada F;, 3 untuk I;:

e crp(li) = (0,3,4,1).
e crp(li) = (3,0,1,7 4 2) untuk 4 genap.
e crp(li) = (0,3,1,i 4+ 2) untuk 7 > 3 ganjil.

Karena kode warna dari setiap titik tersebut berbeda, maka ¢ merupakan pewarnaan
lokasi. Jadi xr(Fp,3) < 4, dengan n > 7 untuk k = 2 dan k = 3. Dari (i) dan (ii)
dapat diperoleh bahwa x (F, 3) =4, dengan n > 7 untuk & = 2 dan k = 3. O
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