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Abstrak. Misal terdapat graf G = (V,E) dengan himpunan titik V (G) dan himpunan
sisi E(G). Pelabelan total pada sisi-ajaib pada G adalah suatu pemetaan bijektif λ :

V (G) ∪ E(G)→ {1, 2, · · · , |V (G)|+ |E(G)|} yang mempunyai sifat bahwa untuk setiap
sisi {x, y} di G berlaku λ(x) + λ({x, y}) + λ(y) = k, untuk bilangan bulat konstanta k,

konstanta k disebut angka ajaib (konstanta ajaib) graf G. Dalam tugas akhir ini, akan

ditunjukkan pelabelan total sisi ajaib pada graf petersen P (n, 1) untuk n ganjil (n ≥ 3)
dengan konstanta k = 1

2
(11n+ 3) atau k = 1

2
(15n+ 3).

Kata Kunci : Graf Lintasan, Konstanta Ajaib, Pelabelan total (a, d)-Sisi Ajaib

1. Pendahuluan

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis dengan notasi

G = (V,E). Suatu graf G = (V,E) dengan V (G) dan E(G) berturut - turut adalah

himpunan titik dan himpunan sisi pada graf G.Banyaknya titik pada G dinotasikan

sebagai |V (G)| = p dan sementara banyaknya sisi pada G dinotasikan |E(G)| = q.

Pelabelan (labeling) pada suatu graf adalah pemetaan atau dari setiap elemen graf

ke bilangan bulat positif, yang mana bilangan tersebut disebut dengan label. Jika

domain dari fungsi tersebut adalah himpunan titik (atau himpunan sisi), maka

pelabelannya disebut pelabelan titik (atau pelabelan sisi). Jika domain dari

fungsi tersebut adalah himpunan titik dan himpunan sisi, maka pelabelannya dise-

but pelabelan total.

Pelabelan total sisi-ajaib pada graf G dengan himpunan titik V (G) dan

himpunan sisi E(G) adalah suatu pemetaan λ bijektif λ : V (G) ∪ E(G) →
{1, 2, · · · , |V (G)| + |E(G)|} dengan sifat bahwa untuk setiap uv di G berlaku,

λ(u) + λ(uv) + λ(v) = k, untuk suatu konstanta tetap k.

2. Pelabelan Total Sisi Ajaib Pada Graf Petersen P (n, 1) Untuk n

Ganjil (n ≥ 3)

Pelabelan total sisi ajaib pada graf Petersen yang diperumum P (n, 1) dengan n

ganjil (n ≥ 3). Graf Petersen diperumum merupakan graf teratur berderajat tiga.

P (n,m) dimana nilai n menyatakan banyaknya titik luar (ui) atau titik dalam
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(vi) (karena banyak titik luar sama dengan banyaknya titik dalam) dan nilai m

menyatakan lompatan sisi dalam (viv1+2), dimana n ≥ 3 dan 1 ≤ m ≤ bn−1
2 c.

Graf Petersen diperumum memiliki

V (P (n,m)) = {vi|i = 0, 1, · · · , n− 1} ∪ {ui|i = 0, 1, · · · , n− 1},
E(P (n,m)) = {uiui+1|i = 0, 1, · · · , n− 1} ∪ {uivi|i = 0, 1, · · · , n− 1} ∪ {vivi+m|i = 0, 1, · · · , n− 1}.

Gambar 1. Graf Petersen P (3, 1).

Teorema 2.1. [1] Untuk n ganjil (n ≥ 3), graf Petersen yang diperumum P (n, 1)

mempunyai pelabelan total sisi-ajaib dengan konstanta ajaib k = 1
2 (11n+ 3).

Bukti. Definisikan pelabelan untuk semua titik dan semua sisi dari graf Petersen

yang diperumum P (n, 1) berturut-turut adalah sebagai berikut:

Untuk pelabelan titik,

λ1(ui) =

{
1
2 (4n− i+ 1), untuk i ≡ 1 (mod 2),
1
2 (3n− i+ 1), untuk i ≡ 0 (mod 2).

λ1(vi) =


1
2 (n− i), untuk i ≡ 1 (mod 2), i 6= n,

n, untuk i = n,
1
2 (2n− i), untuk i ≡ 0 (mod 2).

Untuk pelabelan sisi,

λ1(uiui+1) =

{
2n+ i+ 1, untuk i 6= n,

2n+ 1, untuk i = n.

λ1(vivi+1) =


4n+ 2, untuk i = n,

4n+ 1, untuk i = n− 1,

4n+ 2 + i, untuk lainnya.

λ1(uivi) =

{
3n+ i+ 1, untuk i 6= n,

3n+ 1, untuk i = n.
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Sehingga untuk setiap i akan berlaku,

λ1(ui) + λ1(uiui+1) + λ1(ui+1) = λ1(vi) + λ1(vivi+1) + λ1(vi+1)

= λ1(ui) + λ1(uivi) + λ1(vi)

=
1

2
(11n+ 3).

Karena berlaku k = λ(ui) + λ(uivi) + λ(vi), maka dapat ditentukan k sebagai

berikut : k = λ1(ui) + λ1(uivi) + λ1(vi), i = n− 1 , i = 0, 1, 2, · · · , n− 1 .

(i) Untuk i = 0, dapat dituliskan

k = λ1(ui) + λ1(uivi) + λ1(vi),

= (
1

2
(3n− i+ 1)) + (3n+ i+ 1) +

1

2
(2n− i),

=
1

2
(11n+ 3).

(ii) Untuk i = 1, dapat dituliskan

k = λ1(ui) + λ1(uivi) + λ1(vi),

= (
1

2
(4n− i+ 1)) + (3n+ i+ 1) +

1

2
(n− i),

=
1

2
(11n+ 3).

(iii) Untuk i = 2, dapat dituliskan

k = λ1(ui) + λ1(uivi) + λ1(vi),

= (
1

2
(3n− i+ 1)) + (3n+ i+ 1) +

1

2
(2n− i),

=
1

2
(11n+ 3).

(iv) Untuk i = n− 1, dapat dituliskan

k = λ1(ui) + λ1(uivi) + λ1(vi),

= (
1

2
(3n− i+ 1)) + (3n+ i+ 1) +

1

2
(2n− i),

=
1

2
(11n+ 3).

Terbukti bahwa dari (i),(ii),(iii), dan (iv) diperoleh λ1(ui) +λ1(uivi) +λ1(vi) =
1
2 (11n + 3) untuk 0 ≤ i ≤ n − 1. Sehingga terbukti k adalah konstanta pelabelan

total sisi ajaib.

Teorema 2.2. [1] Untuk n ganjil (n ≥ 3), Graf Petersen yang diperumum P (n, 1)

mempunyai pelabelan total sisi-ajaib dengan konstanta ajaib k = 1
2 (15n+ 3).

Bukti. Dapat menggunakan langkah pembuktian pada Teorema 2.1.



Pelabelan Total Sisi Ajaib Pada Graf Petersen P (n, 1) Untuk n Ganjil (n ≥ 3) 57

3. Kesimpulan

Graf Petersen adalah graf reguler yang mempunyai derajat titik 3 pada semua

titiknya. Graf Petersen diperumum dinyatakan sebagai P (n,m) dengan nilai n

menyatakan banyaknya titik luar (sama dengan banyaknya titik dalam) dan ni-

lai m menyatakan lompatan sisi dalam, dimana n ≥ 3 dan 1 ≤ m ≤ bn−1
2 c.

Graf Petersen diperumum P (n, 1), dengan himpunan titik V [P (n, 1)] = {ui|i =

0, 1, · · · , n−1}∪{vi|i = 0, 1, · · · , n−1} dan himpunan sisi E[P (n, 1)] = {uiui+1|i =

0, 1, · · · , n− 1} ∪ {vivi+1|i = 0, 1, · · · , n− 1} ∪ {uivi|i = 0, 1, · · · , n− 1}. Peabelan

total sisi ajaib pada Graf Petersen merupakan pelabelan total sisi-ajaib untuk n

ganjil (n ≥ 3) dengan kontanta ajaib k = 1
2 (11n+ 3) atau k = 1

2 (15n+ 3).
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