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Abstrak. Diberikan suatu ruang topologi X. Selanjutnya didefinisikan suatu objek al-

jabar H∗(X) yang disebut dengan homologi dari X dan (H̃∗(X)) yang disebut den-
gan homologi yang tereduksi dari X. Himpunan grup homologi ke-k dari X dino-
tasikan dengan Hk(X) dan (H̃k(X)) merupakan himpunan grup homologi ke-k yang

tereduksi dari X. H0(X) merupakan grup homologi berdimensi nol yang menyatakan
banyaknya connected component pada himpunan kubik tersebut, dimana himpunan
titik-titik pada {Pi|i = 1, · · · , n} pada X terdiri atas satu titik dari masing-masing

connected component pada X. Pada skripsi ini, dikaji bahwa Hk(X) isomorfik dengan
(H̃k(X)) dimana k 6= 0. Koleksi dari rantai dasar [P̂i − P̂0]∼ yang bersesuaian dengan
Pi ({[Pi − P0]∼ ∈ H̃0(X) | i = 1, ..., n}) membentuk suatu basis untuk (H̃0(X)).

Kata Kunci : Ruang topologi, connected component, (H̃0(X)), isomorfik

.

1. Pendahuluan

Topologi merupakan cabang matematika yang berkaitan dengan objek-objek ge-

ometri yang tidak berubah dalam deformasi dwikontinu (yaitu ruang yang dapat

ditekuk, dilipat, disusut, direntangkan, dan dipilin, tetapi tidak diperkenankan un-

tuk dipotong, dirobek, ditusuk atau dilekatkan). Aljabar topologi merupakan su-

atu konsep yang membahas pengklasifikasian yang sama, tetapi dalam konteks ru-

ang topologi yang didasarkan pada objek aljabar yaitu grup homologi. Misalkan

diberikan suatu ruang topologi X. Selanjutnya didefinisikan suatu objek aljabar

H∗(X) yang disebut dengan homologi dari X yang merupakan sebuah invarian se-

cara topologi, yakni jika X dan Y adalah homeomorpik maka H∗(X) dan H∗(Y )

adalah isomorfik. Hal ini dinotasikan sebagai berikut:

X ≈ Y =⇒ H∗(X) ∼= H∗(Y ).

Salah satu masalah yang muncul terkait dengan masalah topologi adalah bagaimana

merubah permasalahan topologi menjadi permasalahan aljabar. Misalkan diberikan

suatu ruang topologi G ⊂ Rn , yang dapat disederhanakan menjadi suatu graf.

Kemudian dilakukan observasi bahwa graf tersebut dapat direpresentasikan secara

kombinatorik sehingga diperoleh suatu kuantitas aljabar H∗(G) yang disebut ho-

mologi dari G.
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Sebuah kubik dasar Q adalah suatu hasil kali hingga dari interval-interval dasar

I = [l, l + 1] atau I = [l, l] untuk suatu l ∈ Z. Jadi, Q = I1 × I2 × · · · × In ⊂ Rn.

Himpunan kubik adalah suatu kelas khusus dari ruang topologi. Untuk itu, him-

punan kubik perlu didefinisikan secara jelas. Selanjutnya akan dilanjutkan dengan

konsep kombinatorik dan aljabar yang berhubungan dengan ruang ini, dan akhirnya

dapat didefinisikan grup homologi pada himpunan kubik. Salah satu grup tersebut

adalah grup homologi berdimensi k (Hk(X)) dan grup homologi yang tereduksi

yang berdimensi k (H̃k(X)).

2. Grup Homologi yang Tereduksi pada Himpunan Kubik

Definisi 2.1. [5] Misalkan X adalah himpunan kubik. Rantai kubik yang diperu-

mum pada X dinyatakan dengan {C̃k(X), ∂̃k}k∈Z, dimana

C̃k(X) =

{
Z, jika k = −1;

Ck(X), selainnya.

dan

∂̃k :=

{
ε, jika k = 0;

∂k, selainnya.

Suatu grup homologi Hk(C̃)(X) adalah grup homologi yang tereduksi pada X

dan dinotasikan dengan

H̃k(X).

Teorema berikut menyatakan hubungan antara dua grup homologi.

Teorema 2.2. [5] Misalkan X adalah himpunan kubik dan

Hk(X) ∼= H̃k(X) k 6= 0.

Lebih jauh, jika {Pi | i = 0, 1, · · · , n} adalah koleksi titik-titik pada X yang terdiri

dari satu titik dari masing-masing connected component pada X, maka

{[Pi − P0]∼ ∈ H̃0(X) | i = 1, 2, · · · , n} (2.1)

membentuk basis untuk H̃0(X).

Bukti. Mengingat karena penggantian operator batas hanya pada dimensi nol,

maka H̃k(X) = Hk(X) untuk setiap k ≥ 1. Akan dibuktikan persamaan (2.1) mem-

bentuk basis untuk H̃0(X). Dimulai dengan menunjukkan {[Pi − P0]∼ ∈ H̃0(X) |
i = 1, ..., n} adalah bebas linier. Asumsikan

n∑
i=1

αi[P̂i − P̂0]∼ = 0, dimana αi ∈ Z.

Maka, ada sebuah rantai c ∈ C̃1(X) = C1(X) sedemikian sehingga

n∑
i=1

αi(P̂i − P̂0) = ∂c,
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yang mana dapat ditulis kembali menjadi

n∑
i=1

αiP̂i − (

n∑
i=1

αi)P̂0 = ∂c.

Kelas homologi biasa, diperoleh

n∑
i=1

αi[P̂i]− (

n∑
i=1

αi)[P̂0] = 0.

Akan ditunjukkan [Pi−P0]∼ untuk i = 1, 2, · · · , n membangun H̃0(X). Misalkan

c sebuah siklik yang tereduksi pada dimensi 0. Maka, secara khusus, c ∈ C̃0(X).

Ada b ∈ C̃1(X) sedemikian sehingga c = c
′

+ ∂̃1b. Karena c adalah siklik yang

tereduksi, maka diperoleh ε(c) = 0. Disisi lain,

ε(c) = ε(c
′
+ ∂1b)

= ε(c
′
) + ε(∂1b)

= ε(Σn
i=0αiP̂i)

=

n∑
i=0

αi.

Oleh karena itu, Σn
i=0αi = 0, yang mana memperlihatkan bahwa c

′
adalah siklik

yang terduksi juga. Maka, 0 = −Σn
i=1αiP̂0 dan dapat ditulis

c
′

=

n∑
i=0

αiP̂i −
n∑

i=0

αiP̂0

=

n∑
i=0

αi(P̂i − P̂0).

Jadi,faktanya c− c′ adalah sebuah batas, level homologi yang tereduksi. Diperoleh

[c]∼ = [c
′
]∼ =

n∑
i=0

αi[P̂i − P̂0]∼.

3. Kesimpulan

Misalkan X adalah himpunan kubik, grup homologi berdimensi k (Hk(X)) dari

ruang topologi X dan grup homologi yang tereduksi yang berdimensi k (H̃k(X)).

Diperoleh bahwa

Hk(X) ∼= H̃k(X), dimana k 6= 0.

Kemudian jika himpunan titik-titik {Pi|i = 1, 2, · · · , n} pada X yang terdiri atas

satu titik dari masing-masing connected component pada X, maka

{[Pi − P0]∼ ∈ H̃0(X) | i = 1, 2, · · · , n}

membentuk suatu basis untuk H̃0(X).
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