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Abstrak. Pengendalian proses variabilitas melibatkan lebih dari dua karakteristik mutu
proses yang disebut proses multivariat. Penelitian ini bertujuan melakukan penerapan

vektor ragam dalam pengendalian proses variabilitas multivariat. Penelitian ini memba-

has tentang pengendalian proses variabilitas untuk 2 variabel yaitu: IPK ( X1) dan lama
studi (X2) lulusan jurusan Matematika Universitas Andalas dengan vektor ragam yang

dinyatakan dalam bentuk Tr(S2)
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1. Pendahuluan

Perguruan tinggi mempunyai banyak hal yang dapat menjadi pedoman untuk da-

pat melihat prestasi mahasiswa. Salah satunya penilaian kualitas dari Perguruan

Tinggi adalah nilai IPK dan lama studi para lulusan. Mahasiswa yang memiliki

nilai IPK yang tinggi serta lama studi lulusan paling cepat merupakan Mahasiswa

yang memiliki prestasi yang baik. Untuk mengetahui IPK dan lama studi lulusan

di perguruan tinggi selama beberapa waktu digunakan bagan kendali mutu. Bagan

kendali merupakan alat pengontrol dari suatu proses. Pada mutu pembelajaran di

perguruan tinggi, digunakan bagan kendali mutu untuk melihat bagaimana hasil

pembelajaran yang ditunjukkan IPK dan lama studi dari tahun ke tahun. Salah

satu proses yang dilihat adalah proses variabilitas/keragaman. Pada bagan kendali

univariat digunakan bagan kendali R dan s sedangkan untuk kasus multivariat pen-

gendalian proses variabilitas menggunakan bagan kendali |S| [4].

Pada skripsi ini yang digunakan bagan kendali multivariat untuk melihat proses

variabilitas beberapa peubah. Pengendalian proses multivariat merupakan salah

satu bagian yang cepat berkembang karena ada banyak situasi nyata yang meli-

batkan lebih dari dua karakteristik kualitas proses yang saling berhubungan. Pen-

gendalian proses multivariat ini selanjutnya dikenal sebagai Multivariate Statistic

Process Control (MSPC) [1]. Pada pengendalian proses multivariat ini juga dapat

dilakukan dengan menggunakan peta kendali Shewhart yang pada umumnya digu-

nakan untuk pengendalian proses rata-rata (mean process) dan proses keragaman.
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Dengan demikian maka pada skripsi ini akan diterapkan tentang pembentukan

bagan kendali dari proses variabilitas dengan statistik vektor. Adapun Tujuan

penelitian ini adalah melakukan penerapan vektor ragam dalam pengendalian proses

variabilitas multivariat pada data IPK dan lama studi lulusan Mahasiswa Jurusan

Matematika Universitas Andalas.

2. Matriks Ragam Peragam

Misalkan X =


x11 x12 . . . x1p

x21 x22 . . . x2p

. . . . . . . . . . . .

xn1 xn2 . . . xnp

 merupakan data matriks berukuran n × p yang

merupakan matriks data p-peubah dengan n buah sampel [2]. Dinotasikan x1 =x11

. . .

x1p

, x2 =

x21

. . .

x2p

, . . ., xn =

xn1

. . .

xnp

 adalah vektor sampel acak berukuran p

maka vektor rata-rata sampel dapat dinotasikan sebagai berikut:

X̄ =

 X̄1

. . .

X̄p


Keragaman data multivariat di tampilkan dalam matriks ragam peragam yang berisi

semua ragam peubah dan peragam antar peubah. Matriks tersebut dilambangkan

S di tulis sebagai berikut:

S =


s11 s12 . . . s1p
s21 s22 . . . s2p
. . . . . . . . . . . .

sp1 sp2 . . . spp

 (2.1)

dimana,

sij =
1

n− 1

n∑
k=1

(xki − x̄i)(xkj − x̄j); i = 1, 2, . . . , p ; j = 1, 2, . . . , p.

karena sij = sji, maka S merupakan matriks yang simetrik.

3. Ukuran Keragaman

Pada pengendalian proses variabilitas vektor ragam, ukuran keragaman dilam-

bangkan dengan Tr(S2) [5]. Dengan cara yang berbeda ukuran keragaman juga

dapat ditentukan dengan turunan rumus sebagai berikut

Tr(S2) = Tr(SS) = Tr




s11 s12 . . . s1p
s21 s22 . . . s2p
. . . . . . . . . . . .

sp1 sp2 . . . spp




s11 s12 . . . s1p
s21 s22 . . . s2p
. . . . . . . . . . . .

sp1 sp2 . . . spp


 (3.1)

= s211 + s221 + . . . + s2p1 + s212 + s222 + . . . + s2p2 + . . . + s21p + s22p + . . . + s2pp

(3.2)
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Dengan demikian, vektor ragam sampel Tr(S2) = vec(S)t(vec(S)) merupakan jum-

lah elemen-elemen diagonal dari matriks S2, yaitu

Tr(S2) = Σp
i=1Σp

j=1s
2
ij (3.3)

4. Batas -Batas Kendali Matriks Ragam Peragam Sampel

Kasus I.

Misalkan suatu pengamatan ke 1, 2, . . . , m memiliki banyak sampel yang sama

dengan n1 = n2 = n3 = . . . = nm = n0. Statistik Tr(S2) yang akan digunakan

pada pengendalian proses variabilitas vektor ragam berdasarkan [5] adalah sebagai

berikut:

Tr(S2) ∼ N(Tr(Σ2),
8

n− 1
Tr(Σ4)) (4.1)

adapun mean dari Tr(S2) adalah Tr(Σ2) dan ragam dari Tr(S2) adalah
8

n−1Tr(Σ4). Adapun nilai taksiran adalah :

E[Tr(S̄2
gab.)] = (1 +

2

(m(n0 − 1))
)−1Tr(S̄2

gab.) (4.2)

dengan Tr(S̄2
gab.) merupakan nilai ukuran keragaman setelah diperoleh matriks

ragam peragam gabungan atau rata-rata dari matriks ragam peragam S̄gab.

S̄gab =
Σm

i=1(ni − 1)Si

(Σm
i=1(ni − 1))

=
1

n−m
Σm

i=1(ni − 1)Si (4.3)

dimana n = Σm
i=1ni dan Si merupakan matriks ragam peragam pada penga-

matan/subgrup ke-i dengan i = 1, 2, . . . , m.

var{Tr(S̄2
gab.} =

8

n0 − 1
(1 +

12

m(n0 − 1)
+

12

m(n0 − 1)
)−1Tr(S̄gab.)

4 (4.4)

Batas-batas kendali pada bagan kendali Tr(S2) yang didefinisikan sebagai berikut:

BKA = 1 + (
2

m(n0 − 1)
)Tr(S̄2

gab) + 3

√
(1 +

12

m(n0 − 1)
+

12

m(n0 − 1)
)−1Tr(S̄4

gab)

GT = (
2

m(n0 − 1)
)Tr(S̄2

gab) (4.5)

BKB = 1 + (
2

m(n0 − 1)
)Tr(S̄2

gab)− 3

√
(1 +

12

m(n0 − 1)
+

12

m(n0 − 1)
)−1Tr(S̄4

gab)

Kasus II.

Misalkan suatu pengamatan ke 1, 2, . . . , m memiliki banyak sampel yang berbeda

dengan n1 6= n2 6= n3 . . .
.
= nm. Statistik Tr(S2) yang akan digunakan pada pen-

gendalian proses variabilitas vektor ragam berdasarkan [5] adalah sebagai berikut:

Tr(S2) ∼ N(Tr(Σ2),
8

n− 1
Tr(Σ4). (4.6)
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Adapun nilai taksiran adalah :

E[Tr(S̄2
gab] = (1 +

2

n−m

−1

)Tr(S̄2
gab) (4.7)

varTr(S̄2
gab) =

8

n− 1
(1 +

12

n−m
+

12

n−m

2

)−1Tr(S̄4
gab) (4.8)

Batas-batas kendali pada bagan kendali Tr(S2) yang didefinisikan sebagai berikut:

BKA = (1 +
2

n−m
)Tr(S̄2

gab) + 3

√
8

n− 1
(1 +

12

n−m
+

12

n−m

2

)−1Tr(S̄4
gab)

GT = (1 +
2

n−m
)Tr(S̄2

gab) (4.9)

BKB = (1 +
2

n−m
)Tr(S̄2

gab)− 3

√
8

n− 1
(1 +

12

n−m
+

12

n−m

2

)−1Tr(S̄4
gab)

5. Metodologi Penelitian

5.1. Data

Pengambilan data untuk penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Univer-

sitas. Data yang digunakan adalah nilai IPK dan lama sudi lulusan Matematika

Universitas Andalas. Pengamatan atau Subgrup dalam penelitian ini adalah tahun

wisuda mahasiswa. Terdapat 6 pengamatan, mulai dari tahun 2008 sampai dengan

tahun 2013. Untuk masing-masing pengamatan terdapat lulusan matematika seba-

gai sampel dan untuk setiap sampel dicatat data berupa IPK (X1) dan lama studi

(X2) dalam bulan).

6. Analisis dan Pembahasan

Dalam penelitian ini akan dijelaskan deskripsi IPK dan lama studi lulusan Maha-

siswa Jurusan Matematika Universitas Andalas. Deskripsi data tersebut terlihat

dalam sebaran data dan kehadiran pencilan. Pada data IPK dan lama studi lulusan

dari ke-6 pengamatan dapat disajikan dalam diagaram kotak garis pada Gambar 1

dan Gambar 2.

Dari diagram kotak garis pada data IPK masing-masing pengamatan data

menyebar simetrik dengan nilai rata-rata sebesar 3.00 dan pada gambar tersebut

ada 4 pengamatan yang memiliki pencilan sedangkan, pada data IPK memiliki se-

baran data yang simetrik dan pada data lama studi lulusan memiliki sebaran data

yang tidak simetrik sehingga peneliti dapat melakukan suatu proses pengendalian

dengan menggunakan pengendalian proses variabilitas multivariat melalui vektor

ragam. Pada proses tersebut akan dilakukan pembuatan bagan kendali vektor ragam

dengan melalui dua fase, yaitu fase data pendahuluan dan fase monitoring.

(1) Fase Pendahuluan

Pada fase ini digunakan 3 pengamatan/subgrup yaitu tahun 2008-2010, dan
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Gambar 1. Grafik Kotak Garis data IPK

Gambar 2. Grafik Kotak Garis data Lama Studi

pengamatan lainnya akan digunakan untuk fase monitoring yaitu tahun 2011-

2013. Pengolahan data masing-masing subgrup dengan menggunakan minitab

16 dan Microsoft Excel, maka didapatkan matriks ragam sampel dan ukuran

keragaman untuk tiap pengamatan fase ini pada tabel berikut.

Tabel 1. Matriks Ragam Sampel dan Ukuran Keragaman Tahun 2008 -2010

Tahun Matriks Ragam Peragam Sampel Ts(S2)

2008

[
0.06 −1.88

−1.88 114.74

]
13172.34

2009

[
0.05 −2.01

−2.01 116.91

]
13676.90

2010

[
0.07 −2.05

−2.05 116.17

]
13503.68

Rata-rata

[
0.06 −1.97

−1.97 115.80

]
Tr(S̄2

gab.)= 13417.41

Berdasarkan statistik pengendalian multivariat pada Tabel 1 yang diperoleh

batas kendali melalui vektor ragam yang diaplikasikan pada data sekunder yang
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Gambar 3. Bagan Kendali Vektor Ragam Fase I

diambil berdasarkan IPK dan lama studi lulusan Mahasiswa Jurusan Matem-

atika Universitas. Dari nilai peubah p = 2, banyak pengamatan m = 3, banyak

sampel setiap pengamatan n1 = 79, n2 = 51 dan n3 = 76, sehingga didapatkan

nilai batas kendali atas sebesar 21355.43 , garis tengah sebesar 13550.24 , dan

batas kendali bawah sebesar 5745.05. Setelah nilai BKA, GT serta BKB dida-

patkan, maka bagan kendali pada fase I ini digambarkam pada Gambar 1.

Dari Gambar 3 bagan kendali diatas, terlihat bahwa semua pengamatan

berada di dalam batas kendali. Dikarenakan pada fase I merupakan fase pen-

gontrol untuk seluruh pengamatan, maka proses dapat dilanjutkan pada fase

II.

(2) Fase Monitoring

Pada fase II, terlebih dahulu perlu diketahui matriks ragam peragamnya, penga-

matan yang digunakan berbeda dengan fase I. Fase ini digunakan 3 pengamatan

yakni pengamatan dengan peubah IPK dan lama studi pada tahun 2011-2013.

Maka matriks ragam peragam sampel dapat dilihat pada Tabel 2.

Tabel 2. Matriks Ragam Sampel dan Ukuran Keragaman Tahun 2011-2013

Tahun Matriks Ragam Peragam Sampel Ts(S2)

2011

[
0.08 −0.89

−0.89 69.78

]
4871.13

2012

[
0.09 −3.02

−3.02 147.06

]
21644.23

2013

[
0.08 −2.70

−2.70 118.61

]
14082.92

Rata-rata

[
0.08 −1.99

−1.99 106.13

]
Tr(S̄2

gab.)= 11271.50

Berdasarkan Tabel 2 matriks ragam peragam sampel yang akan dibuat grafik
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Gambar 4. Bagan Kendali Vektor Ragam Fase II

dengan menggunakan batas kendali pada fase I yang disertai dengan matriks

ragam peragam sampel fase II sebagai monitoring atau pengontrol. Dari hasil

tersebut, maka bagan kendali untuk fase II dapat dilihat pada Gambar 4.

Dari bagan kendali Gambar 4, terlihat bahwa pengamatan ke-4 dan ke-

5 merupakan titik out of control atau diluar batas kendali, dikarenakan oleh

adanya suatu program khusus jurusan matematika dimana para mahasiswanya

harus lulus dengan lama studi ≤ 4 tahun, maka pengamatan ke-4 dengan 34

orang dihilangkan. Mahasiswa jumlah 34 orang adalah berasal dari proyek Basic

Sains yang harus tamat 4 tahun. Langkah pembuatan bagan kendali seperti

diatas diulangi lagi dengan jumlah sampel sebanyak 59 orang pada Tabel 3.

Tabel 3. Matriks Ragam Sampel dan Ukuran Keragaman Tahun 2011-2013

Tahun Matriks Ragam Peragam Sampel Ts(S2)

2011

[
0.07 −0.71

−0.71 96.82

]
9375.13

2012

[
0.09 −3.02

−3.02 147.06

]
21644.23

2013

[
0.08 −2.70

−2.70 118.61

]
14082.92

Rata-rata

[
0.08 −2.15

−2.15 122.53

]
Tr(S̄2

gab.)= 15022.85

Dari hasil tersebut, maka bagan kendali untuk fase II dapat dilihat pada Gam-

bar 3.

Dari bagan kendali Gambar 5, terlihat bahwa pengamatan ke-4 pada tahun

2011 telah berada di dalam batas kendali. Pada pengamatan ke-5 tahun 2012

merupakan titik out of control atau diluar batas kendali. Sehingga beberapa

mahasiswa sebagian kecil yang lulus lebih dari 4 tahun sehingga perlu adanya

evaluasi bagi para lulusan tersebut dengan cara evaluasi yang dilakukan adalah

pendataan pada mahasiswa yang lama studinya lebih dari 4 tahun serta mencari

solusi/antisipasi agar mahasiswa tersebut tidak melewati batas lama studinya
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Gambar 5. Bagan Kendali Vektor Ragam Fase II

‘

lebih dari 4 tahun terkhusus untuk Mahasiswa Jurusan Matematika Universitas

Andalas.

7. Penutup

Dari bagan kendali vektor ragam fase data pendahuluan disimpulkan bahwa Tr(S2)

dari matriks ragam peragam IPK dan lama studi lulusan Mahasiswa Matematika

Universitas Andalas berada dalam batas kendali. Berdasarkan deskriptif data yang

telah dijelaskan bahwa ada data yang memiliki sebaran yang tidak teratur. Data

yang dimaksud adalah data lama studi lulusan. Berdasarkan interfretasi bahwa

lama studi lulusan Mahasiswa Jurusan Matematika Universitas Andalas mempun-

yai pengaruh terhadap bagan kendali vektor ragam. Dengan demikian, dapat disim-

pulkan bahwa perlu adanya evaluasi serta solusi yang terbaik untuk lama studi bagi

mahasiswa terutama mahasiswa matematika Universitas Andalas agar pada tahun

berikutnya tidak ada lagi mahasiswa yang menyelesaikan studinya terlalu lama.
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