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Abstrak. Misalkan G = (V(G), E(G)). Maka fungsi bijektif g : V(G)U
E(G) — {1,2,---,|[V(G)| + |E(G)|} disebut sebagai pelabelan total
(a, d)-sisi antiajaib dari G jika himpunan bobot sisi dari semua sisi di
G, W = {w(zy)|lw(zy) = g(z) + g(y) + g(zy), Yoy € E(G)}, dapat dit-
uliskan sebagai W = {a,a+d, - ,a+(|E(G)|—1)d} Suatu pelabelan to-
tal (a, d)-sisi antiajaib g disebut super jika g(v(G)) = {1,2,--- , |[V(G)|}.
Pada makalah ini telah dikaji bahwa graf kipas dengan n titik mem-
punyai pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib super dengan 2 < n < 6 dan
de€{0,1,2}.

Kata Kunci: Graf kipas, pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib super

1 Pendahuluan

Graf yang dikaji pada tulisan ini adalah graf sederhana, yaitu graf yang tidak
memuat loop dan sisi ganda. Suatu graf G [2] terdiri dari himpunan tak kosong
yang berisikan himpunan V yang disebut dengan himpunan titik dan himpunan
FE yang berisikan himpunan bagian dari V' yang disebut dengan sisi. Misalkan
|[V(G)| = p dan |E(G) = ¢ adalah banyaknya titik dan banyaknya sisi di G.
Dalam [1] dituliskan bahwa pelabelan dapat diartikan dengan pemetaan satu-
satu dari unsur-unsur di graf ke himpunan bilangan asli yang dinamakan him-
punan label. Jika domain dari fungsi adalah titik maka pelabelan disebut dengan
pelabelan titik. Jika domainnya adalah sisi maka disebut dengan pelabelan sisi,
dan jika domainnya titik dan sisi maka disebut dengan pelabelan total.

Untuk suatu sisi e = xy, bobot sisi w(e) didefinisikan sebagai jumlah dari
label sisi dan label kedua titik x dan y yang terkait dengan sisi tersebut. Suatu
pelabelan dikatakan sebagai pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib jika himpunan
bobot sisi V(G) = {1,2,-- - , p} disemuasisi di G adalah {a, a+d, - - - ,a+(g—1)d}
dimana a > 0 dan d > 0, dikatakan super jika g(V(G)) = {1,2,---,p} dan
g(EG)={p+1,p+2,--- ,p+q}.

Makalah ini merupakan tinjauan ulang dari rujukan pustaka [2]. Pada makalah
ini penulis mengkaji kembali tentang pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib pada
graf kipas F,,, dengan 2 < n < 6.

2 Pelabelan Total (a,d)-Sisi Antiajaib Super pada Graf
Kipas F,,

Graf kipas F,, adalah graf lintasan P, yang setiap titiknya dihubungkan dengan
titik pusat, misalkan titik pusat c. Misalkan n adalah bilangan bulat positif,
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n > 2. Maka himpunan titik dan himpunan sisi graf kipas dapat dinotasikan
sebagai berikut.

V(F,) = {¢,x1,22,..,2n}
EF,) = {cz; <i<n}U{zzim|l <n<n-1}

Dapat dilihat bahwa banyaknya titik dan sisi dari F,, adalah |V(F,)| =n+1
dan |E(F,)| =2n — 1.
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Gambar 1. Gambar graf kipas F,

Teorema 1. Jika graf kipas F,,,n > 2 adalah graf dengan pelabelan total (a,d)-
sisi antiajaib maka d < 3.

Bukti. Misalkan f : V(F,) U E(F,) — {1,2,---,3n} adalah pelabelan total
(a, d)-sisi antiajaib super. Maka himpunan bobot sisi graf kipas F,, adalah W =
{a,a+d, - ,a+ (2n — 2)d}. Jumlah bobot sisi untuk semua sisi F,, adalah

> wlay) = 2n—1)a+ (n—1)2n - 1)d.

zy€E(Fy)

Pada pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib untuk graf kipas F, ini, bobot sisi
minimal adalah 1+ 2 + (n + 2) = n + 5. Sementara bobot sisi maksimal adalah
(n+1)+n+3n=>5n+1. Karenan+ 5+ (2n — 2)d < 5n + 1 maka haruslah
d<2ataud<3. O

Lema 1. Graf kipas F,, mempunyai pelabelan titik (3,1)-sisi antiajaid jika dan
hanya jika 2 < n < 6.

Bukti. Misal f : V(F,) adalah pelabelan titik (a, 1)-sisi antiajaib. Karena d =1
dan |E(F,,)| = 2n—1, maka haruslah a = 3. Dapat dilihat dari tiga kasus berikut:

1. Kasus 1: Jika f(c) = 1, maka himpunan bobot sisi untuk sisi {cz;|1 < i <
n} = {3,4,--- ,n+ 2} dan {z;z;41} = {n +3,n+4,---,2n + 1}. Pada
penjumlahan bobot sisi {n + 3,n+4,---,2n + 1}, diperoleh

)
flaon) + flaa) = 22

Sehingga nilai n yang memenuhi adalah n = 2 atau n = 3.



2. Kasus 2: Jika f(c¢) = n + 1, maka himpunan bobot sisi untuk sisi {cz;|1 <

i <n}={n+3n+4,--,2n+ 1} dan {xx;11} = {3,4,--- ,n + 1}.
Penjumlahan dari bobot sisi {3,4,--- ,n + 1} adalah

n?—n+4
2

Sehingga nilai n yang memenuhi adalah n = 2 atau n = 3.

. Kasus 3: Jika f(c¢) = k,1 < k < n+1, maka label himpunan titik {z;|1 <1i <
n} dipartisi kedalam dua himpunan yang saling lepas S; = {1,2,--- ,k—1}
dan Sy ={k+1,k+2,--- ,n+1}. Dengan demikian terdapat salah satu sisi
{z;x;1+1} sedemikian sehingga w(x;z;41) = 2k = $1 + s9, dimana s; € S}
dan s9 € S;. Himpunan bobot sisi sebagai berikut:

Wl = {3747 7k}
Wo = {n+k+2,n+k+3,---,2n+ 1}
Ws = {w(cz;):1<i<n}={k+1,k+2,---,n+k+1}/{2k}

f(@1) + flan) =

Pada penjumlahan seluruh nilai dari himpunan S; adalah

k2 —3k+6

flz1) +s1= 5

Sehingga diperoleh k£ = 3 dan k = 4. Pada penjumlahan seluruh nilai titik
di S5 adalah

(Bn+k+3)(n—k)
2
Diperoleh nilai k = 3 dan k = 4. Dengan demikian untuk k¥ = 3 nilai n yang

memenuhi adalah n = 4 atau n = 5. dan untuk & = 4 nilai n yang memenuhi
adalah n = 5 atau n = 6.

So+ f(zn)=(n—k+1)(n+k+2)—

Sekarang, untuk k£ = 3,n = 4 dan n = 5, kita konstruksi ke dalam pela-

belan titik (3,1)-sisi antiajaib menjadi f3 dan f; . Untuk & = 4,n = 5,dan
n = 6 kita konstruksi ke dalam pelabelan titik (3,1)-sisi antiajaib sehingga men-

jadi f5 dan fe. fa(c) = fa(c) = 3, fa(x — 1) = fa(z1) = 1, f3(z2) = fa(2)
2, fa(zs) = fa(ws) = 4, fs(va) = 5, fa(wa) = 6, fa(ws) = 5.f5(c) = fe(c)
4, fs(w1) = fo(x1) = 2, fs(x2) = fo(x2) = 1, fs(w3) = fo(ws) = 3, f5(24)
fe(xa) =5, f5(x5) =6, fe(25) = 7, fe(x6) = 6. O
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Gambar 2. Pelabelan titik (3, 1)-sisi antiajaib pada F4 dan F5 dengan k = 3.
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Gambar 3. Pelabelan titik (3, 1)-sisi antiajaib pada F5 dan Fe dengan k = 4.

Teorema 2. Graf kipas F,,, n > 2 memuat pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib
super jika 2 <n <6 dan d € {0,1,2}.

Bukti. Dari lema sebelumnya diketahui bahwa graf kipas F,,,2 < n < 6 adalah
pelabelan titik (3,1)-sisi antiajaib. Misalkan ¢ : V(F,, =— {1,2,---,n + 1}
adalah pelabelan titik (3,1)-sisi antiajaib untuk 2 < n < 6 dan himpunan bobot
sisi dari sisi e; € E(F,,) adalah W, = {wgy(e;) =2+14:1 < i < 2n—1}. Misalkan
gj : E(F,) = {n+2,n+3,---,3n} menjadi pelabelan sisi dari graf kipas F,
untuk j € {1,2,3} dan 2 < n < 6, dimana

gi(e;) =3n+1—idjikal <i<2n-—1 (1)
2n 42— =1 5ika ¢ ganjil 1 <4 < 2n — 1;

gg(ei) == _12 ..'] . gan] . N (2)
3n+1— 5, jika i genap 2 <17 < 2n — 2.

gs(e;) = n+1+14, jikal<i<2n-—1. (3)

Dapat dilihat bahwa penggabungan pelabelan titik g dan pelabelan sisi g;,j €
{1,2,3} membentuk pelabelan totol (a,j — 1)-sisi antiajaib dimana himpunan
bobot sisinya adalah W; = {wg(e;) + gj(e;) : 1 <i<2n—1}. O

3 Kesimpulan

Misal G = (V,E) dengan |V(G)| = p dan |E(G)| = ¢. Suatu pelabelan g :
VUE — {1,2,--- ,p + ¢} dikatakan total (a,d)-sisi antiajaib jika himpunan
bobot sisi W = {w(zy)|w(zy) = g(z) + 9(y) + 9(zy), Yoy € E(G)} dapat ditulis
sebagal W = {a,a+d,a+2d,--- ,a+ (e —1)d}. Suatu pelabelan total dikatakan
super jika g(V) ={1,2,--- ,p}.

Graf Kipas F,, adalah graf yang diperoleh dari penghapusan satu sisi di siklus
yvang ada pada graf Roda. Banyaknya titik pada [F,, adalah n+ 1 dan banyaknya
sisi 2n — 1. Pada tulisan ini telah ditunjukkan bahwa graf kipas F,, mempunyai
pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib super jika 2 <n < 6 dan d € {0, 1, 2}.
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