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Abstrak. Misalkan G merupakan graf terhubung dan ¢ merupakan pewarnaan k yang
sesuai dari G dengan warna 1,2, --- , k. Misalkan II = {S1, So,--- , S} merupakan par-
tisi dari V(G) ke dalam kelas-kelas warna yang saling bebas, dimana S; merupakan
himpunan dari titik yang diberi warna 7, dengan 1 < ¢ < k. Kode warna cry(v) dari titik
V merupakan vektor dengan banyak unsur k yaitu

(d(vv Sl)’ d(’U, 82)» T 7d(vv Sk))v

dimana d(v, S;) adalah jarak dari v ke S;, dengan 1 < ¢ < k. Jika untuk setiap dua titik
yang berbeda u,v di G, cr(u) # cn(v), maka ¢ disebut sebagai pewarnaan kromatik
lokasi dari G. Pewarnaan lokasi dengan banyak warna yang digunakan minimum disebut
pewarnaan lokasi minimum, dan kardinalitas dari himpunan yang memuat pewarnaan
lokasi minimum disebut bilangan kromatik lokasi dari G, dinotasikan dengan xr,(G).

Graf korona G ® H dari dua graf G dan H adalah graf yang diperoleh
dengan mengambil sebuah duplikat dari graf G dan sebanyak |V(G)| duplikat
Hi,Ha, -+, Hyy(g) dari H, kemudian menghubungkan titik ke-i dari graf G ke se-
tiap titik di H;, ¢ =1,2,3,---,|V(G)|. Pada tulisan ini, akan dikaji kembali makalah [2]
tentang bilangan kromatik lokasi dari graf Cp, ® Ky, n > 3 dan m > 1.

Kata Kunci: Bilangan kromatik lokasi, Graf korona

1. Pendahuluan

Misalkan terdapat graf G dan H sebarang. Graf hasil korona antara graf G dan
H dinotasikan dengan G ® H. Misalkan V(G) = {z1,z2, -+ ,2,} dan V(H;) =
{ai1,a2, -+ ,aim }, dimana H; adalah duplikat ke-i dari graf H. Maka graf G © H
mempunyai himpunan titik dan himpunan sisi sebagai berikut.

V(G H) = V(G)U Lnj V(H,),
E(G ® H) = E(G) U LnJ E(Hz) U {xiaij|1 <j<m,a; € V(HZ)},

dengan H; adalah duplikat dari graf H. Dapat dilihat bahwa :

V(GoH)| = V(G| + [V(G)IV(H),
|E(G o H)| = [EG)]+ [V(GEH) + [V(G)][V(H)|.
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Pada tulisan ini akan dikaji kembali makalah [2], yang membahas tentang bi-
langan kromatik lokasi dari graf C,, ® K,,, n > 3 dan m > 1, dimana K,, adalah
komplemen dari graf lengkap K, dengan m titik.

2. Bilangan Kromatik Lokasi

Pewarnaan titik (vertez coloring) pada graf G = (V, E) adalah suatu pemetaan
¢:V — N, dimana N adalah himpunan bilangan asli sedemikian sehingga c(v) #
c(w) jika v dan w bertetangga. Jika banyaknya warna yang digunakan sebanyak
k maka G dikatakan mempunyai k-pewarnaan. Bilangan kromatik (chromatic
number) dari G adalah bilangan asli terkecil & sedemikian sehingga jika titik-titik
di G diwarnai dengan k warna, maka setiap dua titik yang bertetangga tidak akan
mempunyai warna yang sama. Bilangan kromatik dari G dinotasikan dengan x(G).

Bilangan kromatik lokasi (locating chromatic number) dari graf G, dinotasikan
dengan x1,(G), adalah bilangan asli terkecil k sedemikian sehingga terdapat pewar-
naan lokasi dengan kardinalitas k£ untuk graf G. Karena setiap pewarnaan lokasi
merupakan suatu pewarnaan, maka x(G) < x1(G) untuk setiap graf terhubung G.
Chartrand, dkk. [5] menentukan bilangan kromatik lokasi dari beberapa graf seperti
lintasan, siklus, graf multipartit lengkap dan graf bintang ganda.

Berikut adalah lema pendukung yang diperlukan dalam pembuktian kembali
hasil kajian makalah ini.

Lema 2.1. [2] Misalkan G adalah graf terhubung nontrivial. Misalkan ¢ adalah
pewarnaan lokasi untuk G dan u,v € V(G). Jika d(u,w) = d(v,w) untuk setiap
w € V(G) — {u,v}, maka u dan v harus berbeda warna.

Bukti. Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung nontrivial G
dan misalkan IT = {57, S5, -, Sk} adalah partisi dari titik-titik G ke dalam ke-
las warna S; untuk suatu titik u,v € V(G). Akan dibuktikan dengan menggu-
nakan kontradiksi. Misalkan c¢(u) = ¢(v) sedemikian sehingga titik v dan v berada
dalam kelas warna yang sama, misalnya S; dari II = {57, Sa,---, Sk}. Akibatnya
d(u, S;) = d(v,S;) = 0. Karena d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u, v},
maka d(u, ;) = d(v, S;) untuk j # i,1 < j < k. Akibatnya c(u) = crn(v) sehingga
¢ bukan pewarnaan lokasi. Jadi, c¢(u) # c(v). |

3. Pembahasan

Graf C,, ® K,,, adalah graf yang diperoleh dari graf siklus C,, dengan n titik dan
sebanyak n buah duplikat dari komplemen graf lengkap K,, dengan m titik, dengan
cara menghubungkan setiap titik di duplikat K, ke-i ke titik x; di graf C,,, untuk
i = 1,2,--- ,n. Dalam bab ini akan dikaji kembali mengenai bilangan kromatik
lokasi untuk graf C,, ® K,,, dengan n > 3 dan m > 1. Perhatikan graf C,, ® K,
pada Gambar 1.

Teorema 3.1. [2] Untukn > 3 danm > 1, bilangan kromatik lokasi dari C, oK,
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Gambar 1. Graf C, ® Kmm,n >3,m > 1

adalah sebagai berikut.

3, jika 3 <n <5,
4, jika n > 6,
— m+1, jikam>23<n<m+1
n Km — 7” — ) — — 3
X1 (Cn © ) {m—|—2,jzkam22,n2m—|—2.

(€ o) = {

Bukti. Misalkan V(C,, ® K,,,) = {z1,72, - ,2, ) UV (H ) UV (Hy)U--- UV (H,),
dimana V(H;) = {a;;|1 < j < m} adalah himpunan titik dari duplikat ke-i di K,,.
Dari Lema 2.1, setiap dua titik di V(H;) harus berada dalam kelas warna yang
berbeda. Karena x; bertetangga dengan semua titik di H;, maka x; harus berada
dalam kelas warna yang berbeda dari titik di V(H;). Sehingga, x1(Cp, ® Kp,) >
m + 1. Pandang dua kasus berikut.

Kasus 1. m = 1.
Untuk 3 < n < 5, jelas bahwa x(C,, ® K1) > 3.
Untuk C3 ® K1, akan ditunjukkan bahwa x7(Cs ® K1) = 3, seperti pada Gambar
2.

Misal dikonstruksikan kelas warna sebagai berikut.

L4 Sl = {1171,0,2,0,3},
[ ] 52 = {xg,al},

o S3={z3}.

Untuk menunjukkan bahwa xr(Cs ® K1) = 3, cukup dengan menunjukkan
bahwa pewarnaan titik yang diberikan berikut memenuhi pewarnaan lokasi. Kode
warna yang diperoleh adalah :

° Cr[([El) = (d(l‘l,Sl),d(LEl,Sg),d(.’L’l,Sg)) = (0, 1, 1),
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Gambar 2. Graf C3 ® K1

o CH(LL'Q) = (d(.%‘g,51),d($2752),d(.’112753)) = (1,0, 1)7
° Cn(l'g) = (d(l‘g,Sl),d($3752),d(5(}3753)) = (1, 1,0)7
e cr(a1) = (d(a1, 51),d(a1, S2),d(a1, S3)) = (1,0,2),
e cr(az) = (d(az, S1),d(az, S2),d(az, S3)) = (0,1,2),
e cr(as) = (d(as, S1),d(as, S2),d(as, S3)) = (0,2,1)

Karena setiap titik pada C3 ® K; memiliki kode warna yang berbeda, maka c
merupakan pewarnaan lokasi pada graf C3 ® K ;. Sehingga, bilangan kromatik lokasi
XL(C3 @?1) =3. o o

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk Cy ® K1, berlaku x(Cy ® K1) = 3,
seperti pada Gambar 3.

aq day
® @
X1————@%
X@—X3
@ [
ag ds

Gambar 3. Graf 4y © K1

Misal dikonstruksikan kelas warna sebagai berikut.
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L4 Sl = {{L’l,(E:g,GQ},
o Sy = {x2, 14,03},
[ ] 53 = {al,a4}.

Kode warna yang diperoleh adalah :

L Cn(xl) = (d(l‘l,Sl),d($1752),d(£131,53)) = (0, 1, 1),
o Cr[([Ez) = (d(SL‘Q,Sl),d([lig,Sg),d(.’L’Q,Sg)) = (1,0,2),
® CH([‘C3) = (d(ﬂ:g,Sl),d($3,52),d($3,53)) = (0’ 152)7
° CH(I4) = (d(x4,51),d(x4,52),d(m4,53)) = (1,0, 1),
[ ] Cn(al) = (d(al,Sl),d(al,Sg),d(a1,53)) = (1,2,0),
[ ] CH(CLQ) = (d(ag,Sl)7d(a2,82),d(a2,33)) = (O, 1,3),
o CH(ag) = (d(ag,Sl),d(ag,SQ),d(ag,Sg)) = (1,0,3),
[ CH((Z4) = (d(a4,Sl),d(a4,5'2),d(a4,53)) = (2, 1,0)

Karena setiap titik pada C4 ® K; memiliki kode warna yang berbeda, maka c
merupakan pewarnaan lokasi pada graf C; ® K. Sehingga, bilangan kromatik lokasi
xr(Cy ©® K1) = 3. B B

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk C5 ® K1, berlaku x,(C5 ® K1) = 3,
seperti pada Gambar 4.

ay

as ao

Xs X2

dg ds

Gambar 4. Graf C5 ®@ K1

Misal dikonstruksikan kelas warna sebagai berikut.

o 51 ={x1,23,a2,0a5},
o Sy ={x,x4,a3},
o S3={x5,a1,a4}.

Kode warna yang diperoleh adalah:
e cn(z1) = (d(z1, 51), d(z1, S2), d(21, S3)) = (0,1,1),
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yd(z2,83)) = (1,0,2),
,d(x3,53)) = (0,1,2),
,d(z4,S3)) = (1,0,1),
,d(zs,53)) = (1,1,0),
yd(ay,83)) = (1,2,0),
yd(ag, 83)) = (0,1,3),
ad(ai’nSS)) = (1’073),
yd(ag, 83)) = (2,1,0),
d(a5,5'3)) = (0,2, 1).

Karena setiap titik pada Cs ® K; memiliki kode warna yang berbeda, maka c
merupakan pewarnaan lokasi pada graf C5 ® K ;. Sehingga, bilangan kromatik lokasi

XL(C5 @?1) =3.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa x1(C,, ® K1) = 4 untuk n > 6. Definisikan
c:V(C, ® Ki) — [1,4] sebagai berikut.

o clri) =

o c(a;) =

4, jika i = 1;
3, jika (n dan i ganjil, ¢ # 1) atau
(n genap, 4 ganjil, 1 <14 <2[ %]+ 1);
2, jika (n ganjil dan ¢ genap) atau
(n genap, i ganjil dan ¢ > 2| % | 4 1) atau
(n genap, i genap dan i < 3);
1, jika n dan i genap dan i > 5 + 1.

1, jika (n ganjil dan semua i) atau
(n genap, i < 2| % | 4 1);
3, jika n genap dan ¢ > 2[ %] + 1.

Pemetaan c adalah pewarnaan lokasi pada C,, ® K1, untuk n > 6, karena apabila
d(u,x1) = d(v,x1) maka berlaku salah satu dari empat kemungkinan berikut.

= @1,V = Tij+1,

U
U=Ti0V = Tpt+1—i,
U = A1,V = Tn41—i,
U

= Zi, U = A(n41-9)1-

Jika salah satu (1) atau (2) berlaku maka titik u dan v berada di kelas warna
yang berbeda. Jika (3) berlaku maka 1 = d(v,S2) < d(u,S2) = 2 atau v dan
v berada di kelas warna yang berbeda. Jika (4) berlaku maka 1 = d(u,S2) <
d(v,S2) = 2 atau u dan v berada di kelas warna yang berbeda. Oleh karena itu,
dalam semua kasus diatas kode warna di v dan v adalah berbeda. Sehingga, ¢ adalah
pewarnaan lokasi. Jadi diperoleh bahwa x(G) < 4.

Kasus 2. m > 1.

Untuk 3 < n < m + 1, definisikan ¢; : V(C,, ® K,,,) — [1,m + 1].

o ¢ (x;)

o ¢ (V(H;)) = [1,m + 1] — {i} untuk setiap 4,
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dimana ¢1(V(H;)) = {(c1(ai1), c1(a), -+, c1(aim)}. Jelas bahwa ¢; adalah pewar-
naan lokasi pada C,, ® K ,,.

Untuk menunjukkan batas atas, definisikan ¢y : V(C,,®K,) — [1, m+2] sebagai
berikut.

e co(x1) = m+2, sementara untuk duplikat K, ke-1, definisikan co (K, ) = [1,m]
e co(x;) = c(x;), dimana c(z;) adalah pewarnaan lokasi di Kasus 1. Sementara
untuk duplikat K, ke-i, definisikan co(V (K, )) = [1,m + 1] — {ca(xs)}-

Dapat dilihat bahwa ¢, adalah pewarnaan lokasi pada (C,, ® K, ) untuk n > m +2
dan m > 2. O

4. Kesimpulan

Pada makalah ini, penulis mengkaji kembali makalah [2] mengenai bilangan kro-
matik lokasi untuk graf C,, ® K,, dengan n > 3 dan m > 1, dimana diperoleh
bahwa bilangan kromatik lokasi dari graf C,, ©® K,,, dengan n > 3 dan m > 1 adalah
sebagai berikut.

3, jika 3 <n <5,

X1 (Cn © K1) = {4 jikan > 6

— m+1,jikam>23<n<m+1
Cn Kp)= T -~ ’
X2(Cn © ) {m+2,J1kam22,an+2.
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