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Abstract. Bilangan Kromatik Lokasi dari G adalah minimum dari banyaknya warna
yang digunakan pada pewarnaan lokasi dari graf G. Misalkan G = (V| E) adalah graf
terhubung dan ¢ suatu pewarnaan dari G. Untuk 1 < ¢ < k, kita definisikan S;
merupakan himpunan semua titik-titik yang diberi warna i. Kode warna crr(v) dari
v € V(G) didefinisikan sebagai vektor-k cr(v) = (d(v, S1),d(v, S2),--- ,d(v, Sk)) di-
mana d(v, S;) adalah jarak antara v dan S;. Misalkan G dan H adalah dua buah graf
dengan V(G) = {z1,z2, - ,zn} dan V(H) = {a1,a2, - ,am}. Salinan adalah graf
dengan himpunan titik dan himpunan sisi yang sama dari graf G. Hasil kali korona
pada graf G terhadap graf H yang dinotasikan dengan G'® H didefinisikan sebagai graf
yang diperoleh dengan mengambil satu salinan graf G dengan |V (G)| = n dan n salinan
Hi,H»,--- ,H, dari graf H, kemudian menghubungkan titik ke-i dari G ke setiap titik
di H;, untuk 1 < 4 < n. Pada tulisan ini, akan dibahas kembali makalah [2] tentang
bilangan kromatik lokasi untuk graf K, ® K.

Kata Kunci: Bilangan Kromatik Lokasi, graf lengkap, operasi korona

1. Pendahuluan

Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan titik pada graf G dengan menggunakan warna-
warna 1,2, --- ,k untuk suatu bilangan bulat positif k. Jika titik « dan v berte-
tangga di G, maka c(u) # c(v). Secara ekuivalen, ¢ merupakan suatu partisi II
dari V(G) ke dalam kelas-kelas warna yang saling bebas S7, Sa, - - - , Sg, dimana S;
merupakan himpunan semua titik-titik yang diberi warna 4,1 < ¢ < k. Misalkan
IT = {51,855, -+, Sk} merupakan partisi dari V(G) berdasarkan suatu pewarnaan
titik, maka representasi v terhadap II disebut kode warna (color code). Kode
warna crr(v) dari titik v dalam G didefinisikan sebagai vektor-k:

en(v) = (d(v, S1),d(v, Sa), -+ ,d(v, Sk))

dimana d(v, S;) = min{d(v,z) | z € S;} untuk 1 < i < k. Jika setiap titik yang
berada di G memiliki kode warna yang berbeda terhadap II, maka ¢ disebut pe-
warnaan lokasi (locating coloring) dari G.

Kajian tentang pewarnaan lokasi adalah suatu kajian yang cukup baru dalam
bidang teori graf. Konsep pewarnaan lokasi pertama kali dikaji oleh Chartrand dkk.
[6] pada tahun 2002 dengan menentukan bilangan kromatik lokasi dari beberapa
kelas graf.
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Lema berikut digunakan untuk menyelesaikan permasalahan pada penelitian ini.

Lema 1.1. [6] Misalkan G suatu graf terhubung. Misal ¢ adalah suatu pewarnaan
lokasi untuk graf G dan u,v € V(G). Jika d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w €
V(G) — (u,v) sedemikian sehingga v dan v adalah dua titik dengan warna berbeda.

Bukti. Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan
misal-kan IT = {S1,Ss,---,S;} adalah partisi dari titik-titik S ke dalam kelas
warna S;. Untuk suatu titik v, v € V(G), andaikan ¢(u) = ¢(v) sedemikian sehingga
titik » dan v berada dalam kelas warna yang sama, namakan S; dari II.
Akibatnya d(u, S;) = d(v,S;) = 0. Karena d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w €
V(GQ) — {u,v} maka d(u,S;) = d(v,S;) untuk setiap j # i, 1 < j < k. Akibatnya,
crr(u) = e (v) sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi. Ini kontradiksi dengan pemisalan
bahwa c¢(u) = ¢(v). Dengan demikian, haruslah diperoleh ¢(u) # ¢(v) yaitu u dan v
merupakan suatu pewarnaan yang berbeda. O

2. Bilangan Kromatik Lokasi untuk Graf K,, ® K,

Misalkan terdapat graf lengkap K, dengan himpunan titik V(K,) =
{x1,29, - ,2,}. Misalkan terdapat graf komplemen dari graf lengkap dengan
m titik K,,, yang dinotasikan dengan K, dengan himpunan titik V(K,,) =
{a1,az2, -+ ,am}. Graf K, ® K,, adalah graf yang diperoleh dari K, dan kom-
plemen graf lengkap K,, dengan m titik, dengan cara menghubungkan setiap m
titik di salinan ke-i dari K, ke titik z; di K,,, untuk ¢ = 1,2,--- ,n. Dalam bab
ini akan dibahas kembali makalah [2] mengenai bilangan kromatik lokasi untuk graf
K, ® K,, dengan n > 1,m > 1.

ag aA3m

Gambar 1. Graf K, ® Km, n,m > 1

Tuliskan V(K ;) = {1, iz, , Tim }, dimana K, adalah duplikat ke-i dari
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graf K;,, untuk i = 1,2,--- ,n. Maka

V(Kn @Fm) = {$1,$27 e 7xn} U U V(F’Lm)7
i=1
E(K, ® Kp) = B(K,) U E(Kim) U{wiai|1 <i<n,1<j<m}
i=1
Dapat dilihat bahwa:
[V (En © K| = V()| + [V(E)| - [V(ER),

Dalam makalah [2] diperoleh bilangan kromatik lokasi dari graf dari graf K, ©
K, untuk n,m > 1, seperti yang dilihat pada Teorema 2.1 berikut:

Teorema 2.1. [2] Untuk n,m > 1, bilangan kromatik lokasi dari K,, ® K, adalah
sebagai berikut:

— m+ 1, jikan < m+1;
K,0K,,)=
X1 (En © Kom) {n, Jitkan >m+ 1.

Bukti. Kasus 1. Perhatikan Graf K, ® K,, untuk n,m > 1, dan n < m + 1.

Untuk menunjukkan bahwa xr,(K, ® K,,) = m+ 1 cukup dengan menunjukkan
bahwa graf yang diberikan memenuhi pewarnaan lokasi tersebut. Pandang pewar-
naan ¢ untuk titik x; yang berdekatan dengan setiap titik pada Kj;,,, maka x;
mempunyai pewarnaan yang berbeda selain warna pada V (Kj,,). Berdasarkan atu-
ran pewarnaan lokasi pada graf yaitu, setiap dua titik yang bertetangga tidak boleh
memiliki kode warna yang sama. Misalkan x; € K,, maka pada V (K, ® K,,) = ;
bertetangga dengan semua titik di K,,. Maka z; haruslah memiliki kode warna
yang berbeda dari semua titik di V(Kj,,) maka xr(K, ® K,,) > m + 1.

Definisikan suatu pemetaan ¢ pada V (K, ® K,,) sedemikian sehingga c(z;)) = i
dan ¢(V(K;p)) = [1,m + 1] — {i} untuk setiap ¢ < m + 1. Pemetaan c ini adalah
pewarnaan lokasi. Dari Pemetaan c tersebut maka semua titik pada V (Kj;,,) memi-
liki kode warna yang berbeda satu sama lain dengan | V(K;,;,) |= m sehingga
banyaknya kode warna pada V(K;,,) adalah m.

Pada (K, ® K,,) , ¥; memiliki kode warna yang berbeda dengan semua titik
pada V(Kj,,) sehingga banyaknya kode warna pada graf (K, ® K,,) adalah m + 1.
Pewarnaan dengan m + 1 warna pada graf (K,, ® K ,,,) merupakan suatu pewarnaan
lokasi karena setiap titik pada graf (K,, ® K,,) memiliki kode warna yang berbeda
terhadap II.

Kasus 2. Perhatikan Graf K,, ® K,, untuk n,m > 1, dan n > m + 1.

Untuk menunjukkan bahwa xr(K, ® K,,) = n cukup dengan menunjukkan
bahwa graf yang diberikan memenuhi pewarnaan lokasi tersebut. Pandang pewar-
naan ¢ untuk z; yang berdekatan dengan setiap titik K;,,, maka z; mempunyai
warna yang berbeda dengan titik-titik di V (Kjy,).

Pandang n > m + 1. Karena setiap dua buah z; berada di kelas warna yang
berbeda, maka:

xo(Kn © Kp) > n.



50 Rina Walyni, Zulakmal

Didefinisikan pemetaan ¢ dengan mengkonstruksikan pewarnaan titik c(z;) = 1,
c(V(Kim)) = [1,m + 1] = {i} untuk ¢ < dan ¢(V(K;m)) = [1,m] untuk i yang
lainnya. Jika d(u,z1) = d(v, 1) , maka berlaku tiga kasus berikut ini:

Kasus 2.1 Untuk u,v € V(K,).

Pandang v = z; dan v = x; untuk suatu k, 1 dan u, v mempunyai warna
yang berbeda. Jika x;, € V(K,,) dan z; € V(K,,) pada graf K,, ® K,,. Akibatnya
d(zp,x1) = d(z;,21) = 1 karena d(u,z1) = d(v,21) maka u dan v berada dalam
kelas warna yang berbeda.

Kasus 2.2 Untuk u € V(K,,) dan v € V(K )

Pandang pewarnaan titik untuk v = x; dan v = a1 untuk suatu ¢ # 1 dan
i # k. Jika z; € V(K,,) dan ay;, € V(K,, pada graf K,, ® K,, Akibatnya d(z;,71) =
d(xik,x1) = 1 karena d(u,z1) = d(v,z1) maka u dan v berada dalam kelas warna
yang berbeda.

Kasus 2.3 Untuk v € V(K;,,) dan v € V(Kjp,) , i # j

Pada kasus ini, pewarnaan titik untuk v = a;; dan v = a;s untuk suatu ¢, j, ¢, s.
Jika a; € V(K;m) dan a;s € V(H;) pada graf K, ® K,. Akibatnya d(a;;,z1) =
d(ajs,z1) = 2 karena d(u,x1) = d(v,z1) maka u dan v berada dalam kelas warna
yang berbeda.

Dari ketiga kasus diatas dapat disimpulkan bahwa c adalah suatu lokasi pewar-
naan dan xz (K, ® K,,) = n untuk n,m > 1. O

Sebagai contoh akan ditentukan bilangan kromatik lokasi untuk graf Ky ©
K4 sebagai berikut. Misalkan V(K5) = {x1,72,73,74,75} dan V(Ky) =
{a1,ai2, a;3, a;4 } maka pada graf hasil korona, himpunan titik dan himpunan sisinya
adalah:

V(K5 @F;L) = {$17$2,$3, $4,£L'5} U V(K14) U V(K24) U V(K34) U V(K44)

dimana V(K;,) = {a;|1 <i < 5,1 <j <4} adalah himpunan titik dari salinan
ke-i dari graf K.

Berdasarkan Teorema 2.1, maka bilangan kromatik lokasi dari graf V(K5 ©
K,4) adalah 4 4+ 1 = 5. Berikut adalah pewarnaannya, dengan mengkonstruksikan
pewarnaan titik terhadap V(K5 ® K4) dengan

c(x;) =i,1 € {1,2,3,4,5},
c(V(Kim)) = [1,5] — {i},i € {1,2,3,4,5}.

Dengan pewarnaan tersebut, diperoleh bahwa x 1, (K5® K4) = 5 yaitu dengan mem-
bagi himpunan titik K5 ® K4 menjadi lima kelas warna sebagai berikut:

S1 = {171,021,&31,@41,%1},
So = {2, a11,a32,a42, as2},
Sz = {3, a12, a2, a43, as3},
Sy = {4,013, a23,a33,a54},
S5 = {5,014, 024,34, Qsa }.

Dengan partisi tersebut, dapat dilihat bahwa kode warna untuk setiap titik di
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K5 ® K4 berbeda, sebagai contoh:
Cr[(ZCl) = (d(l‘l, Sl), d(ﬁUl, SQ), d($1, 53), d(l’l, S4)7 d(131, S5)) = (0, 1, 1, 1, 1), dan
cri(aza) = (d(aga, S1),d(asa, S2), d(asa, S3), d(a24, Sa), d(a2, S5)) = (2,1,2,2,0)

Pada Gambar 2 diberikan pewarnaan lokasi terhadap K5 ® K4 sesuai konstruksi
di atas.

g Az

Gambar 2. xr(Ks ® K4) =5

3. Kesimpulan
Pada tulisan ini telah dikaji kembali makalah [2] bahwa untuk K, ® K,, untuk
n,m > 1, diperoleh:
— m+ 1, jikan < m+1;
Kn Km = 7.. _ ’
X1 (En © ) {n, jikan >m+ 1.
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