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Abstrak. Keterbagian tak hingga suatu sebaran dapat ditentukan dengan peubah
acak, fungsi sebaran dan fungsi karakteristik. Suatu fungsi sebaran F' dengan fungsi
karakteristik ¢(t) dikatakan terbagi tak hingga jika untuk setiap bilangan bulat positif
n terdapat fungsi karakteristik ¢n (¢) sedemikian sehingga ¢(t) = [pn(¢)]™. Salah satu
sebaran terbagi tak hingga adalah sebaran Riemann Zeta. Sebaran Riemann Zeta adalah
sebaran yang berasal dari fungsi Riemann Zeta yang memuat peubah bilangan kompleks
yaitu ¢(s) = 3%, L dengan s = o + it.

n=1 ns

Kata Kunci: Fungsi karakteristik, fungsi Riemann Zeta, sebaran terbagi tak hingga,
sebaran Riemann Zeta

1. Pendahuluan

Peubah acak X dikatakan terbagi menjadi n jika terdapat peubah-peubah acak
yang identik dan saling bebas X7, Xo, - - , X, sedemikian sehingga X = X7 + Xo +
-+ + X,,. Keterbagian tak hingga juga dapat dilihat berdasarkan fungsi sebaran
dan fungsi karakteristik. Suatu fungsi sebaran F' dikatakan terbagi tak hingga jika
untuk setiap bilangan bulat positif n terdapat suatu fungsi sebaran F;, sedemikian
sehingga F' adalah konvolusi n kali dari Fj, dengan dirinya sendiri, yaitu F =
F, = F, x --- x F,, (sebanyak n kali) [1]. Suatu fungsi sebaran F dengan fungsi
karakteristik ¢(t) adalah terbagi tak hingga jika untuk setiap bilangan bulat positif
n terdapat fungsi karakteristik ¢,,(¢) sedemikian sehingga ¢(t) = [, (£)]™ [2].

Salah satu sebaran yang menarik untuk ditentukan keterbagian tak hingganya
adalah sebaran Riemann Zeta. Sebaran Riemann Zeta dapat dikonstruksi melalui
fungsi Riemann Zeta. Fungsi Riemann Zeta yang dilambangkan dengan ((s) meru-
pakan suatu fungsi dengan peubah bilangan kompleks s. Fungsi Riemann Zeta
didefinisikan sebagai [4,7]:

1

ns
n=1

;s=o0+1it,0 > 1,t € R.

(s) =

Dari fungsi Riemann Zeta tersebut dapat diperoleh sebaran Riemann Zeta. Mis-
alkan didefinisikan X = — log n sebagai peubah acak untuk sebaran Riemann Zeta,
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maka didefinisikan fungsi kepekatan peluang dari Riemann Zeta sebagai berikut [3].

f(flog Tl) - C(U) no

2. Terminologi Fungsi Karakteristik dan Keterbagian Tak Hingga

Fungsi karakteristik adalah salah satu jenis transformasi yang sering digunakan
dalam ilmu Statistika. Pada bagian ini akan diberikan definisi dan sifat-sifat fungsi
karakteristik serta keterbagian tak hingganya.

Definisi 2.1. [6] Jika X suatu peubah acak dengan fungsi kepekatan peluang (fkp)
f(x) dan fungsi sebaran kumulatif F(x), maka fungsi karakteristik o x (t) dari peubah
acak X didefinisikan sebagai berikut

px(t) = E[eitx]v
dimana e = cos (tX) +i sin (tX), dan i adalah unit imaginer.

Proposisi 2.2. [6] Misalkan px(t) adalah fungsi karakteristik dari peubah acak X,
maka

(1) ¢x(0) = 1.

(2) ¢x(t) ada untuk sebarang sebaran.

(8) Fungsi karakteristik dari —X adalah sekawan dari fungsi karakteristik ox (t)
ditulis px (t).

(4) px(t) adalah kontinu seragam.

(5) Fungsi karakteristik dari a + bX adalah e®*®px (bt).

(6) Fungsi karakteristik dari peubah acak X bernilai riil jika dan hanya jika peubah
acak X mempunyai sebaran yang simetrik terhadap ordinat x = 0 yaitu P(X >

x) = P(X < —z) untuk z = 0.

Ide dasar tentang sebaran terbagi tak hingga adalah keterbagian peubah acak
X menjadi peubah-peubah acak yang saling bebas dengan sebaran yang sama.
Peubah acak X dikatakan terbagi menjadi n jika terdapat peubah-peubah acak
yang identik dan saling bebas X7, X5, -, X, sedemikian sehingga X = X; +
X5 4+ -+ 4+ X,,.Selain dengan menggunakan peubah acak, keterbagian tak hingga
dapat ditentukan dengan menggunakan fungsi karakteristik. Suatu fungsi sebaran
F dengan fungsi karakteristik ¢(t) adalah terbagi tak hingga jika untuk setiap
bilangan bulat positif n terdapat fungsi karakteristik ¢, (t) sedemikian sehingga
o(t) = [en(t)]™ untuk setiap t.

Teorema 2.3. [8 Misal {Y, X1, Xo,---} adalah peubah acak yang saling bebas di-
mana distribusi dari Y adalah Poisson dengan nilai harapan p dan {X,} menyebar
identik dengan fungsi karakteristik o(t). Misal Z = X1+ Xo+- - -+ Xy, maka fungsi
karakteristik Z terbagi tak hingga dengan fungsi karakteristiknya adalah

pz(t) = exp(p(p(t) —1)).
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Bukti. Misal Z = X; + X2 + -+ + Xy. Akan dibuktikan bahwa ¢z(t) =
exp(u(p(t) — 1)), dengan Y ~ POI(u) dan X; menyebar secara identik dengan
fungsi karakteristik o(t). Perhatikan bahwa

ez (1)

E[eth]
E[ it( X1 +Xo+-- +XY)}

lt(X1+X2+ JrXY)]

|P”ﬂ8

Karena Ijy_, dan e“(X1+X2+”'+XY) saling bebas, maka,

o0

0z(t) = BElexp(it(X1 + Xo+ -+ + X,)))P(Y =n)
n=0

_ Z ©"(t)e “u
>
n=0

—u i (¢(t)

Berdasarkan Deret Taylor, Z;O:O W = (1 gehingga diperoleh
z(t) = e HefOr
— eP(Dp—p
— ehle(t)—1)

= exp(u(p(t) —1)).

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ¢z (t) adalah fungsi karakteristik dari sebaran
terbagi tak hingga yaitu dengan memperlihatkan bahwa ¢z (t) = [¢n(¢)]". Per-
hatikan bahwa

pz(t) = exp(u(p(t) — 1))
= exp(L () — )n
= (exp(L(t) — )™

Dengan mengambil ¢, (t) = (exp(£¢(t) — 1)), maka dapat diperlihatkan bahwa
pz(t) = [on(t)]". O

3\*;

3. Keterbagian Tak Hingga Sebaran Riemann Zeta

Misalkan didefinisikan X = —log n adalah suatu peubah acak bagi sebaran Rie-
mann Zeta, maka fungsi kepekatan peluang dari sebaran Riemann Zeta adalah

f(=log n) = n=123,--- (3.1)

1
¢(a) n”
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dimana ((o) adalah suatu fungsi Riemann Zeta.
Misalkan X = —log n adalah suatu peubah acak bagi sebaran Riemann Zeta,
maka

merupakan fungsi karakteristik bagi sebaran Riemann Zeta.

Untuk selanjutnya, dari fungsi karakteristik sebaran Riemann Zeta yang telah
didapat, akan dikonstruksi suatu persamaan yang merupakan keterbagian tak hing-
ganya dengan menggunakan fungsi Von Mangoldt. Berikut akan diberikan definisi
yang berkaitan dengan fungsi Von Mangoldt serta akan ditentukan suatu persamaan
Riemann Zeta dengan menggunakan fungsi Von Mangoldt.

Definisi 3.1. [3] Fungsi Von Mangoldt A didefinisikan sebagai berikut.

logp ;n=pF k=0,1,2,---
A =
(n) { 0 selainnya.

dimana p adalah suatu bilangan prima.
Berdasarkan definisi fungsi Von Mangoldt, akan dinyatakan fungsi Riemann Zeta

dalam bentuk fungsi Von Mangoldt.
Misal p = {(o) adalah bilangan prima, maka

log p=log ((0)

I
]
M8
S =

Perhatikan bahwa untuk p~"™“ berlaku

= n=? sn=p
0 selainnya.

m
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Selanjutnya dengan menggunakan fungsi Von Mangoldt untuk % diperoleh

n=7p"
_log n
~log p
_log n
NS
I An)
m  logn
Oleh karena itu
" { oy = (3.
m 0 selainnya

Berdasarkan persamaan 3.2 dan 3.3 diperoleh

<A
logC(r) = Y- o
n=2

Glo) = exp > 2

n no
. - A(n) it
C(o +it) = exp Z L (i), (3.4)
o log n

Persamaan 3.4 adalah bentuk fungsi Riemann Zeta jika dinyatakan dalam ben-
tuk fungsi Von Mangoldt.

Teorema 3.2. Misal X = —log n adalah suatu peubah acak bagi sebaran Rie-
mann Zeta. Maka fungsi karakteristik dari sebaran Riemann Zeta adalah terbagi
tak hingga.

Bukti. Fungsi karakteristik sebaran Riemann Zeta adalah ¢x (t) = C(&t;t). Misal
p= % Dengan mensubstitusikan nilai p ke dalam fungsi Von Mangoldt, diper-
oleh
C(o +it)
ox(t) = ———=—
(o)

— exp [(log <<“§(j)“>>]

=exp [log (((o +it)) —log (¢(0))]

—exp flog (¢ (o) (LD

=exp [log ((o 3 An) —

= e 108 (Y o5 57 e e~ 1)

=exp [log C(O’)(é og ((UA)(Tllo)g - exp(—it log n) —1)]. (3.5)
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Persamaan 3.5 merupakan fungsi karakteristik sebaran Riemann Zeta yang diny-
atakan dalam fungsi Von Mangoldt. Jumlah dari bagian eksponen dapat diidenti-
fikasi sebagai suatu fungsi karakteristik dengan mendefinisikan Y = —log n sebagai
peubah acak, dengan penjabaran sebagai berikut

_ _ A(n)
P(Y = —log n) = log ¢(o) log nn°

oy (t) = E[e"]

_ E[eit(flog n)]

= E[n~"]

_ i nit A(n) .
o log (o) logn n°

Pilih ¢ = log ((0), maka ¢x(t) dapat dijadikan sebagai berikut

ex(t) = exp (u(ey(t) —1)).

Berdasarkan Teorema 3.2 dapat ditarik kesimpulan bahwa sebaran Riemann Zeta
adalah suatu sebaran terbagi tak hingga. O

4. Kesimpulan

Sebaran Riemann Zeta didefinisikan sebagai berikut
1

f(=logn) = —— ;0 >1,
oo™ = tayme
dimana ¢(o) adalah fungsi Riemann Zeta yang didefinisikan sebagai
¢(s) = — is=o+it,o >1,t €R,
n
n=1

Fungsi karakteristik dari sebaran Riemann Zeta adalah

p(t) = C(Z;;t)

Fungsi karakteristik ini dapat pula dinyatakan dalam bentuk

n)

Tog 1117 exp(—it log n) —1)],

ex(t) =exp [log (0N} e

dimana A(n) adalah fungsi Von Mangoldt. Bentuk ini merupakan suatu keterbagian
tak hingga sebaran Riemann Zeta.
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