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Abstract. Dalam tulisan ini, akar suatu persamaan nonlinier ditentukan dengan Metode
Modifikasi Bagi Dua. Beberapa kasus yang muncul karena perbedaan nilai fungsi pada
kedua titik ujung interval dibahas diperoleh bahwa ak < xk < bk. Metode ini memer-

lukan iterasi yang lebih sedikit bila dibandingkan dengan Metode Bagi Dua.
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1. Pendahuluan

Masalah pencarian aproksimasi akar dari sebuah persamaan nonlinier sering dite-

mukan di berbagai bidang sains dan teknik. Akar-akar persamaan nonlinier tersebut

tidak mudah ditemukan secara analitik kecuali pada kasus-kasus sederhana. Oleh

karena itu, penyelesaian masalah pencarian akar persamaan nonlinier memerlukan

pendekatan numerik. Penentuan akar x dari persamaan f(x) = 0 yang merupakan

aplikasi algoritma numerik tersebut, diperoleh melalui satu atau beberapa iterasi

yang akan berakhir sesuai dengan kriteria penghentian iterasi yang telah ditetapkan.

Ada beberapa metode yang dapat digunakan dalam penentuan akar dari per-

samaan nonlinier. Metode Bagi Dua merupakan metode numerik paling sederhana

di antara metode-metode numerik lainnya. Metode ini termasuk metode yang robust

atau tangguh. Hal ini berarti, meskipun metode tersebut memiliki ide yang sangat

sederhana namun akar persamaannya selalu dapat ditemukan [5]. Metode ini juga

selalu konvergen ke nilai eksak meskipun konvergensinya relatif lambat. Untuk men-

gatasi konvergensi yang lambat tersebut dapat digunakan Metode Modifikasi Bagi

Dua yang merupakan modifikasi dari Metode Bagi Dua. Menurut S. Tanakan [6],

Metode Modifikasi Bagi Dua lebih cepat konvergensinya daripada Metode Bagi Dua.

2. Landasan teori

2.1. Galat

Metode numerik selalu menghasilkan nilai aproksimasi (hampiran) dari nilai eksak.

Nilai aproksimasi inilah yang memunculkan galat atau error. Galat (ε) didefinisikan

sebagai

ε = x− x∗,
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dimana x dan x∗ berturut-turut merupakan nilai eksak dan nilai aproksimasi.

2.2. Persamaan Nonlinier

Persamaan nonlinier dinyatakan sebagai f(x) = 0 dimana fungsi f pada persamaan

tersebut berupa polinomial berderajat n > 1 atau persamaan yang mengandung

fungsi trigonometri, logaritma, atau eksponen. Penyelesaian persamaan nonlinier

adalah penentuan akar-akar persamaan nonlinier, dimana nilai akar x menyebabkan

nilai f(x) = 0. Dengan kata lain akar persamaan f(x) = 0 adalah titik potong

antara kurva f(x) dan sumbu x [1].

2.3. Teorema Nilai Antara

Teorema 2.1. [2] Jika f kontinu pada [a, b] dan L sebuah bilangan antara f(a)

dan f(b), maka terdapat sebuah bilangan c ∈ (a, b) sedemikian sehingga f(c) = L.

2.4. Teorema Bolzano

Teorema 2.2. [3] Jika f kontinu pada [a, b] dimana f(a) ≥ 0 ≥ f(b), maka terdapat

sebuah bilangan c ∈ (a, b) sedemikian sehingga f(c) = 0.

2.5. Metode Bagi Dua

Pada Metode Bagi Dua diketahui interval [a, b] yang memuat akar dimana

f(a).f(b) < 0. Untuk menghampiri akar tersebut, ditentukan titik tengah x = a+b
2

yang membagi interval [a, b] menjadi dua buah subinterval sama panjang, yaitu

[a, x] dan [x, b]. Jika f(a).f(x) < 0 maka menurut Teorema Bolzano interval [a, x]

memuat akar dari f(x) = 0 dan x = b. Sebaliknya, jika f(x).f(b) < 0 maka in-

terval [x, b] memuat akar dari f(x) = 0 dan x = a sehingga diperoleh interval

baru [a, b][2].Proses diulangi hingga diperoleh nilai akar yang sesuai dengan kriteria

penghentian iterasi yang ditetapkan yaitu |f(xn)| ≤ ε dimana ε merupakan galat

yang ditentukan.

3. Metode Modifikasi Bagi Dua

Misalkan fungsi f kontinu dan terdefinisi pada a, b dimana f(a).f(b) < 0. Pertama,

buat a1 = a dan b1 = b. Untuk suatu bilangan bulat k ≥ 1, tentukan titik tengah

interval yaitu ck = (ak + bk)/2 sehingga diperoleh sebuah sub interval baru [a∗k, b
∗
k]

dengan:

(a∗k, b
∗
k) =

{
(ak, ck), jika f(ak).f(ck) < 0;

(ck, bk), jika f(ck).f(bk) < 0.
(3.1)

Kemudian persamaan garis lurus dari titik (a∗k, f(a∗k)) dan (b∗k, f(b∗k)) adalah

sebagai berikut:

y = mx+ c,
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dimana

m =
f(b∗k)− f(a∗k)

b∗k − a∗k
,

c = f(b∗k)−m.b∗k atau c = f(a∗k)−m.a∗k.

Oleh karena itu, perpotongan garis lurus tersebut pada sumbu x adalah pada

titik xk = − c
m , yaitu:

xk = b∗k − f(b∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
,

xk = a∗k − f(a∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
.

Kemudian untuk iterasi selanjutnya pilih sub interval baru, yaitu:

(ak+1, bk+1) =

{
(a∗k, xk), jika f(a∗k).f(xk) < 0,

(xk, b
∗
k), jika f(xk).f(b∗k) < 0

(3.2)

Proses dilanjutkan hingga interval cukup kecil atau solusi aproksimasi tertutup

terhadap solusi eksak.

Algoritma Metode Modifikasi Bagi Dua untuk memperoleh solusi dari per-

samaan nonlinier f(x) = 0 pada suatu interval [a, b] secara ringkas dapat dinyatakan

sebagai berikut:

Algoritma Modifikasi Bagi Dua

(1) Tetapkan nilai f(x), a, b, ε dan iterasi maksimum m

(2) k ← 1

ak ← a

bk ← b

ck ← ak+bk
2 .

(3) Tentukan sub interval [a∗k, b
∗
k] dengan:

(a∗k, b
∗
k) =

{
(ak, ck), jika f(ak).f(ck) < 0,

(ck, bk), jika f(ck).f(bk) < 0.

(4) xk ← a∗k − f(a∗k).
b∗k−a

∗
k

f(b∗k)−f(a
∗
k)

atau xk ← b∗k − f(b∗k).
b∗k−a

∗
k

f(b∗k)−f(a
∗
k)

(5) Jika |f(xk)| < ε maka diperoleh nilai akar xk, selesai.

Jika tidak, maka tentukan:

(ak+1, bk+1) =

{
(a∗k, xk), jika f(a∗k).f(xk) < 0,

(xk, b
∗
k), jika f(xk).f(b∗k) < 0.

Selanjutnya kembali ke langkah 2 dan buat k = k + 1.

Dari algoritma Modifikasi Bagi Dua, diperoleh teorema-teorema berikut:

Teorema 3.1. [6] Misalkan f sebuah fungsi kontinu dan terdefinisi pada [a, b]

dengan f(a).f(b) < 0. Metode Modifikasi Bagi Dua menghasilkan sebuah barisan

{xn}∞n=1 dengan

ak < xk < bk untuk k ≥ 1,
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dengan ak, xk, bk memenuhi persamaan (3.1).

Bukti. Karena f(a).f(b) < 0, terdapat dua kemungkinan kasus:

Kasus 1. f(ak) < 0 dan f(bk) > 0.

Berdasarkan persamaan (3.1.1) diperoleh sub interval [a∗k, b
∗
k], yaitu:

(i) Jika f(ak).f(ck) < 0 maka a∗k = ak, b
∗
k = ck dan f(b∗k) > 0 sehingga

diperoleh

f(b∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
> 0.

Kemudian

xk = b∗k − f(b∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
< b∗k < bk.

Karena

f(a∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
< 0,

maka diperoleh

xk = a∗k − f(a∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
> a∗k = ak.

Oleh karena itu,

ak < xk < bk.

(ii) Jika f(ck).f(bk) < 0 maka a∗k = ck, b
∗
k = bk dan f(a∗k) < 0 sehingga

diperoleh

f(b∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
> 0.

Kemudian

xk = b∗k − f(b∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
< b∗k = bk.

Karena

f(a∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
< 0,

maka diperoleh

xk = a∗k − f(a∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
> a∗k > ak.

Oleh karena itu,

ak < xk < bk.

Kasus 2. f(ak) > 0 dan f(bk) < 0

Berdasarkan persamaan (3.1) diperoleh sub interval [a∗k, b
∗
k], yaitu:
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(i) Jika f(ak).f(ck) < 0 maka a∗k = ak, b
∗
k = ck dan f(b∗k) < 0 sehingga

diperoleh

f(b∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
> 0.

Kemudian

xk = b∗k − f(b∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
< b∗k < bk.

Karena

f(a∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
< 0,

maka diperoleh

xk = a∗k − f(a∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
> a∗k = ak.

Oleh karena itu,

ak < xk < bk.

(ii) Jika f(ck).f(bk) < 0 maka a∗k = ck, b
∗
k = bk dan f(a∗k) > 0 sehingga

diperoleh

f(b∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
> 0.

Kemudian

xk = b∗k − f(b∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
< b∗k = bk.

Karena

f(a∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
< 0,

maka diperoleh

xk = a∗k − f(a∗k).
b∗k − a∗k

f(b∗k)− f(a∗k)
> a∗k > ak.

Oleh karena itu,

ak < xk < bk.

Teorema 3.2. [6] Jika an dan bn memenuhi persamaan (3.1) maka

bn+1 − an+1 ≤
b− a

2n
untuk n ≥ 1. (3.3)

Bukti. Pembuktian menggunakan Induksi Matematika.

Langkah Basis. Untuk n = 1 diperoleh:

b2 − a2 ≤
b− a

2
.
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Langkah Induksi. Asumsikan bahwa (3.3) berlaku untuk n = k−1, diperoleh

bk − ak ≤
b− a
2k−1

,

dapat ditunjukkan bahwa untuk n = k berlaku

bk+1 − ak+1 ≤
bk − ak

2
≤ b− a

2k−1

2

=
b− a

2k
.

Teorema 3.3. [6] Misalkan fungsi f kontinu dan terdefinisi pada [a, b] dimana

f(a).f(b) < 0. Metode Modifikasi Bagi Dua menghasilkan sebuah barisan {xn}∞n=1

yang mengaproksimasi akar x∗ pada f dengan

|xn − x∗| <
b− a
2n+1

untuk n ≥ 1.

Oleh karena itu barisan {xn}∞n=1 konvergen ke akar x∗, yaitu

lim
n→∞

xn = x∗.

Bukti. Dari algoritma Metode Modifikasi Bagi Dua untuk sebarang n > 1 diper-

oleh dua kasus:

Kasus 1. Jika f(an).f(cn) < 0, maka an < xn < cn < bn dan an < x∗ < cn < bn.

Sehingga diperoleh

xn − bn < xn − cn < xn − x∗ < xn − an.

Karena xn < cn, maka xn−an < cn−an = bn−an

2 . Selanjutnya karena an < xn
maka diperoleh an − cn < xn − cn, sehingga

− (bn − an)

2
< xn − cn < xn − x∗ <

bn − an
2

.

Oleh karena itu, dari Teorema 3.1 diperoleh

|xn − x∗| <
bn − an

2
=
b− a
2n+1

.

Kasus 2. Jika f(cn).f(bn) < 0, maka an < cn < xn < bn dan an < cn < x∗ < bn,

sehingga diperoleh

xn − bn < xn − x∗ < xn − cn < xn − an.

Karena cn < xn maka diperoleh

cn − bn < xn − bn,

atau

− (bn − an)

2
< xn − bn < xn − x∗.

Selanjutnya karena xn < bn dan cn < x∗, diperoleh xn − x∗ < bn − x∗ dan

bn − x∗ < bn − cn, sehingga

xn − x∗ < bn − cn =
(bn − an)

2
.
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Banyak Iterasi Banyak Iterasi

Persamaan Nonlinier Interval Metode Metode Modifikasi Akar

Bagi Dua Bagi Dua

f1(x) = 10xe−x
2 − 1 [−1, 1] 26 5 0.10102585

f2(x) = sinx− x
2 [−3, 5] 29 8 1.89549427

Tabel 1. Perbandingan Banyak Iterasi Metode Bagi Dua dan Metode Modifikasi Bagi Dua

Maka akan diperoleh

− (bn − an)

2
< xn − x∗ <

bn − an
2

.

Selanjutnya dari Teorema 3.1 diperoleh

|xn − x∗| <
bn − an

2
=
b− a
2n+1

.

Dari kedua kasus diatas, berlaku

− lim
n→∞

b− a
2n+1

< lim
n→∞

xn − x∗ < lim
n→∞

b− a
2n+1

.

Karena limn→∞
b−a
2n+1 = 0, maka dari teorema Apit diperoleh

lim
n→∞

xn = x∗.

Berikut perbandingan jumlah iterasi yang diperoleh dalam pencarian akar per-

samaan nonlinier dengan menggunakan Metode Bagi Dua dan Metode Modifikasi

Bagi Dua dimana ε = 1.10−7.

Dari Tabel 1, terlihat bahwa jumlah iterasi yang dibutuhkan untuk mencari akar

persamaan nonlinier dengan menggunakan Metode Bagi Dua lebih banyak daripada

jumlah iterasi yang dibutuhkan oleh Metode Modifikasi Bagi Dua [6].

4. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah ditunjukkan bahwa metode Modifikasi Bagi Dua dapat digu-

nakan untuk mencari akar-akar persamaan nonlinier. Selanjutnya juga telah ditun-

jukkan bahwa metode Modifikasi Bagi Dua lebih cepat konvergen dari pada Metode

Bagi Dua.
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