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Abstrak. Makalah ini membahas tentang metode iterasi baru untuk menyelesaikan
persamaan nonlinier satu variabel, yang telah dikaji oleh Eskandari [1]. Metode iterasi
tersebut diperoleh dari ekspansi deret Taylor orde tiga kemudian diubah menjadi per-
samaan kuadrat. Metode iterasi baru merupakan suatu pencarian akar persamaan non-
linier dengan menggunakan satu tebakan awal. Kemudian dari tebakan awal tersebut
dilakukan proses iterasi untuk mendapatkan akar selanjutnya. Makalah ini juga memuat
beberapa contoh kasus yang menunjukkan bahwa metode iterasi baru lebih cepat kon-
vergen daripada metode Newton-Rhapson.
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1. Pendahuluan

Salah satu masalah yang terjadi pada bidang ilmiah adalah masalah menemukan
akar-akar dari fungsi f(z) = 0. Apabila f(z) adalah linier, maka akar eksaknya
dapat ditemukan dengan metode analitik. Akan tetapi apabila persamaannya meli-
batkan persamaan nonlinier, maka metode analitik tidak dapat digunakan. Oleh
karena itu diperlukan metode numerik. Metode numerik adalah teknik yang digu-
nakan untuk menyelesaikan masalah matematika secara penghampiran atau proses
perhitungan yang dilakukan secara berulang-ulang untuk mendapatkan solusi yang
mendekati solusi eksak (iterasi) .

Ada beberapa metode iterasi yang dapat digunakan untuk menentukan akar
dari persamaan nonlinier, diantaranya adalah metode Newton-Rhapson yang meng-
gunakan satu tebakan awal xy untuk proses aproksimasi penarikan akar. Rumus
metode Newton-Rhapson diperoleh dari ekspansi deret Taylor orde dua yaitu,

f(@n-1)
f/(xnfl) .

Eskandari [1] telah menemukan metode iterasi baru hasil ekspansi deret Taylor
orde tiga yang diubah menjadi persamaan kuadrat dengan proses iterasi yang lebih
cepat dari metode Newton-Rhapson. Metode yang digunakan oleh Eskandari [1]
merupakan suatu pencarian akar-akar persamaan nonlinier metode terbuka yang
hanya menggunakan satu tebakan awal. Kemudian dari tebakan awal tersebut di-

(1.1)

Ty = Tp—1 —
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lakukan proses iterasi untuk mendapatkan akar selanjutnya. Proses iterasi berhenti
apabila galat yang diperoleh lebih kecil dari batas toleransi yang ditetapkan.

2. Proses Terbentuknya Metode Iterasi Baru
Proses terbentuknya metode iterasi baru diawali dari ekspansi deret Taylor terpo-

tong. Ekspansi deret Taylor f(xg4+1) pada titik ag,

f@pgr) = flzr) + f(2n) (e — ) + %fﬁ(wk)(mkﬂ —z)?, (2.1)

gt @) ren = 20)° + Ol — m)1).

Ekspansi deret Taylor f/(xp+1) pada titik xy,

1 "
F@in) = @) + @) (@ —an) + 5 (@)@ —aon)? (22)
2
+O[(pr1 — k)]
Ekspansi deret Taylor f”(z11) pada titik xy,
F(wen) = FxR) + f (@) @k — 21) + Ol (zhs1 — z)?]. (2.3)
Proses substitusi diawali dengan mengalikan kedua ruas persamaan (2.2) dengan
(—w)(xg+1 — k), dimana w adalah sebuah konstanta sebarang bilangan real dan
w # 0, sehingga
—w(@kt1 — 2e) f (@rr1) = —w(@pr1 — 20) (k)
—wf" (wp) (@1 — k),
]_ 122
—gwf (@k) (@1 = 1)°

+O0[(z41 — z1)?). (2.4)

Kemudian kedua ruas persamaan (2.3) dikalikan dengan (3w — ¢)(@g41 — @x)?
sehingga

(30— )nst =22 (wns1) = (o = 5)awe — 20" (wn)
e = P — a0 @) (@25)
+Ollansn = 00)']. (2:6)

Bila tiga persamaan (2.1), (2.4) dan (2.6) ditambahkan, maka akan diperoleh
hasil,

1 1

f(@rg1) — w(@psr — o) [ (Thg1) + <§w - 6)(3«”k+1 —2)? f (Thy1)
= F(on) + (rn — o) ) + 5 (o — ) (@)
—w(xp1 — ) f (r) — w(@pgr — z)* f (21)
+(hw = N ares — )" (@) + Ol — ). (2.7)
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Karena O[(xj41 — 71)]* adalah galat dan dengan mengaproksimasikan f/(xy1)
ke f'(xg) dan f"(xgy1) ke f”(xy), maka persamaan (2.7) menjadi

f(@rs) = far) + (@rg1 — @) f/(2r) + %(xkﬂ —zi)* " ()

—w(rprr —xp)2f (). (2.8)

Selanjutnya agar 1 merupakan akar dari f(zx+1), maka f(xg41) harus berni-
lai nol, sehingga diperoleh

(1= 20) f"(wp) (wr1 — 21)? + 2 (2r) (@r11 — xx) + 2f (2x) = 0. (2.9)
Jika diasumsikan xj41 — 2 = A maka persamaan (2.9) menjadi,
AN? + BA+C =0, (2.10)

dimana A = (1 — 2w) " (xx), B = 2f'(xx) dan C = 2f () Nilai A dapat dicari
dengan rumus ABC, yaitu
—B+VB?-4AC

A= 5 (2.11)

Karena xy11 — 2, = A\ maka,

Faw) £V F ()2 = 2(1 = 2w) f"(ap) f (k)
(1= 2w) f"(xk)

Persamaan (2.12) adalah persamaan metode iterasi awal dengan w berlaku un-
tuk setiap bilangan real. Karena berlaku untuk setiap bilangan real untuk memper-
mudah proses iterasi, ambil w = 0. Hal ini dilakukan untuk mempermudah proses
penghitungan. Akibatnya diperoleh persamaan akhir dari metode iterasi baru yaitu,

f(xr) £/ F (@r)? = 21" () f (ar)
f”('rk‘)

Tk+1 — Tk — (2.12)

Tht1 = T — (2.13)

3. Contoh Kasus
Metode iterasi tersebut dapat digunakan untuk beberapa contoh kasus persamaan
nonlinier sebagai berikut.

Contoh 3.1. Gunakan metode Iterasi untuk mencari akar dari
f(z) =2® = 72% + 11z — 6.

Untuk mencari akar dari persamaan f(x) = 0, harus ditentukan xq sebagai tebakan
awal dan € sebagai galat. Misal zg = 1 dan ¢ = 10~2%. Hitung turunan pertama dan
kedua dari fungsi f(z). Diperoleh f'(x) = 5z — 14z + 11 dan f"(x) = 20z — 14.
Perbandingan hasil dan proses iterasi pencarian akar persamaan f(z) = z° —
722 + 112 — 6 metode Newton-Rhapson dan metode iterasi baru dapat dilihat pada

Tabel 1 dan 2.

Contoh 3.2. Gunakan metode Iterasi untuk mencari akar dari

f(z) =23Inx —e™".
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n Xy Sy
0 1 1
1 1.3333333333333333333 0.4362130017695473244
2 1.2719911727729119486 -0.0040099766892070202
3 1.2726287113045894060 4.1036901807+10°
4 1.2726287106387612287 0
5 1.2726287106387612287 0

Gambar 1. Proses iterasi untuk pencarian akar f(z) = 25 — 722 + 11z — 6 dengan metode iterasi

baru

" X S0
0 1 -1
1 1.5000000000000000000 2.3437500000000000000
2 1.3469387755102040816 0.5500421737835161625
3 1.2829823523187787166 0.0666891177415742415
4 1.2728557643068695297 0.0014307896731732935
5 1.2726288219991140904 7.013985679578x 107
6 1.2726287106387880283 1.687966x 10-13
7 1.2726287106387612286 -4x 10°1*
8 1.2726287106387612287 0
9 1.2726287106387612287 0

Gambar 2. Proses iterasi untuk pencarian akar f(z) = ® — 722 + 11z — 6 dengan metode Newton-
Rhapson

Untuk mencari akar dari persamaan f(z) = 0, harus ditentukan z( sebagai tebakan
awal dan e sebagai galat. Misal g = 1 dan € = 10~2°. Hitung turunan pertama dan
kedua dari fungsi f(z). Diperoleh f'(z) = 22 + ¢~ dan f"(z) = —23 —

Perbandingan hasil dan proses iterasi pencarian akar persamaan f(z) = 23Inz—
e~ " menggunakan metode Newton-Rhapson dan metode iterasi baru dapat dilihat

pada Tabel 3 dan 4.

—Z

/] ' Sxw)
0 1 -0.3678794411714423216
1 1.0158688639965378214 0.00003052083411893938
2 1.0158675371664451761 -1.621%1017
3 1.0158675371664451768 0
4 1.0158675371664451768 0

Gambar 3. Proses iterasi untuk pencarian akar f(z) = 23Inz — e~ dengan metode iterasi baru
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" Xn Jtx)
0 |1 0.36787944117144232160
1 | 1.0157429535742675143 | -0.00286595163264867639
2 | 1.0158675205249162223 | -1.7577683243137x 107
3 | 1.0158675371664451481 | -6.6030 x 101
4 |1.0158675371664451768 | 0
5 | 1.0158675371664451768 | 0

Gambar 4. Proses iterasi untuk pencarian akar f(z) = 23Inz — e~* dengan metode Newton-
Rhapson

Contoh 3.3. Gunakan metode Iterasi untuk mencari akar dari
f(z) = 72® — cosz + sin .

Untuk mencari akar dari persamaan f(x) = 0, harus ditentukan xq sebagai tebakan
awal dan e sebagai galat. Misal zp = 1 dan ¢ = 10~2?°. Hitung turunan pertama
dan kedua dari fungsi f(x). Diperoleh f’(z) = 14z + cosx + sinz dan f”(z) =
14 4+ cosx —sinz.

Perbandingan hasil dan proses iterasi pencarian akar persamaan f(x) = 72?2 —
cos z+sin x dengan menggunakan metode Newton-Rhapson dan metode iterasi baru

dapat dilihat pada Tabel 5 dan 6.

Gambar 5. Proses iterasi
baru

Gambar 6. Proses iterasi untuk pencarian akar f(x) = 722 — cos x +sinx dengan metode Newton-

Rhapson

n

Xy

S

[

1

0.31855818280088604472
0.30543045526153689793
0.30543036930112453937
0.30543036030112453937

7.3011686789397567892
0.0738648427430953626
4.7539951161955*107

0

0

untuk pencarian akar f(x) = 722 — cosx + sinx dengan metode iterasi

n X 6

0 1 29.325444263372824082
1 0.9707896931068671773 6.8577123185255789293
2 0.51303012709726914650 1.4619576434619237878
3 0.34193091668227001076 0.21161513987207075213
4 0.30703654262319904758 0.00890175555232974398
35 0.30543377211064249202 0.00001881914065752708
6 0.30543036931646392813 8.483366815x 1011

7 0.30543036930112453937 0

8 0.30543036930112453937 0
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