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Abstrak. Pada artikel ini dikaji aproksimasi limit cycle pada persamaan van der Pol
dan Duffing terikat. Limit cycle adalah lintasan tutup pada bidang fasa suatu per-
samaan diferensial nonlinier. Aproksimasi limit cycle ini diselesaikan dengan metode
multiple scales. Perbandingan aproksimasi analitik dengan solusi numerik, yang disele-
saikan dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde 4, untuk parameter-parameter
tertentu menunjukkan kesesuaian yang sangat baik untuk parameter pertubasi yang
bernilai kecil.

Kata Kunci: Limit cycle, persamaan van der Pol, persamaan Duffing, multiple scales,
metode Runge-Kutta orde 4

1. Pendahuluan

Sistem persamaan van der Pol dan Duffing terikat diberikan oleh [5]:

o+ wir+ (1 -2’ + fy’ =0, (1.1)
y" 4+ wiy + oy’ + ey’ — dx =0, (1.2)

dimana x,y adalah suatu fungsi yang bergantung pada waktu ¢, w; dan ws menun-
jukkan frekuensi bagi masing-masing persamaan, p; merupakan konstanta redaman
sekaligus kenonlinieran bagi persamaan van der Pol, ps dan ¢ masing-masing meny-
atakan konstanta redaman dan kenonlinieran bagi persamaan Duffing, dan f dan d
merupakan konstanta pengikat.

Persamaan (1.1 — 1.2) pertama kali dimodelkan oleh Chedjou dkk untuk menje-
laskan transducer elektromekanik yang self-sustained yang terdiri dari bagian elek-
trik dan bagian mekanik yang terikat oleh gaya Laplace dan tegangan elektromotif
Lenz [5]. Jika parameter f = d = 0, maka persamaan (1.1) dan (1.2) masing-masing
menjadi persamaan van der Pol dan persamaan Duffing teredam.

Persamaan van der Pol dan Duffing merupakan dua persamaan diferensial non-
linier orde 2. Persamaan van der Pol pertama kali diperkenalkan oleh seorang in-
sinyur listrik dan fisikawan asal Belanda, Balthasar Van Der Pol, pada tahun 1927
[8]. Sedangkan persamaan Duffing diperkenalkan pertama kali oleh George Duff-
ing pada tahun 1918 [9]. Kedua persamaan tersebut mendeskripsikan pergerakan
osilator (seperti pendulum atau pegas) yang mengalami redaman.
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Pada artikel ini, persamaan van der Pol dan Duffing terikat diasumsikan be-
rada dalam keadaan resonansi, yaitu w; = we = w. Kemudian juga diasumsikan
konstanta redaman, kenonlinieran dan pengikat bernilai kecil. Dari asumsi-asumsi
tersebut, persamaan van der Pol dan Duffing terikat menjadi

2wl Fep (1 — 2?2’ +efy” =0,
Y+ Wy + ey +ecy® —edx =0,

dimana ¢ < 1.

Pada artikel ini akan dibahas aproksimasi limit cycle pada persamaan van der
Pol dan Duffing terikat dimana konstanta redaman, kenonlinieran, dan pengikatnya
bernilai kecil. Pada kasus ini, aproksimasi limit cycle tidak dapat lagi dilakukan
dengan menggunakan metode pertubasi biasa (skala satu variabel) karena akan
menghasilkan suku-suku sekuler. Untuk mengatasi hal tersebut, digunakan metode
multiple scales. Kajian pada tugas akhir ini merupakan studi eksplorasi terhadap
referensi [5].

Penulisan pada artikel ini disusun dengan sistematika sebagai berikut. Pada
Bagian II dijelaskan solusi periodik dan lim:t cycle. Pada Bagian III dijelaskan ide
dasar metode multiple scales. Kemudian pada Bagian IV dibahas formulasi analitik
dari limit cycle. Selanjutnya, perbandingan aproksimasi analitik dengan solusi nu-
merik dibahas pada Bagian V. Terakhir pada Bagian VI disajikan kesimpulan dan
saran untuk studi berikutnya.

2. Solusi Periodik dan limit cycle

Solusi tak konstan dari suatu persamaan diferensial, katakanlah x(t), disebut so-
lusi periodik jika terdapat sebuah bilangan positif T}, (disebut periode) sedemikian
sehingga x(t + T,) = x(t) untuk semua t [1]. Potret fase (yaitu himpunan rep-
resentatif dari solusi yang diplot sebagai kurva parametrik) dari solusi periodik
merupakan suatu lintasan tutup. Solusi periodik memiliki peranan penting dalam
masalah-masalah fisis karena mereka merepresentasikan fenomena yang terjadi se-
cara berulang, seperti detak jantung manusia, osilasi bandul, arus listrik AC, dan
lain-lain.

Lebih lanjut, solusi periodik yang muncul dari suatu persamaan diferensial non-
linier dikenal dengan istilah limit cycle. Secara persis, limit cycle didefinisikan
sebagai lintasan tutup pada bidang fasa suatu persamaan diferensial nonlinier
sedemikian sehingga lintasan tak-tutup yang lain secara spiral menuju ke (atau
keluar dari) lintasan tutup tersebut, baik dari dalam maupun dari luar, bilamana
t — oo (atau t — —o0) [1].

Untuk lebih jelas, pada Gambar 2 diperlihatkan ilustrasi limit cycle pada bidang
fasa suatu persamaan diferensial nonlinier.

3. Metode Multiple Scales: Ide Dasar
Perhatikan persamaan diferensial orde dua berikut [6].

y"(t) +2ey/(t) +y(t) =0, t>0,e<1, (3.1)
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Gambar 1. [1] Ilustrasi limit cycle pada bidang fasa suatu persamaan diferensial nonlinier

dengan syarat awal

y(0) = 1,y'(0) = 0. (3.2)
Misalkan solusi asimtotik dari persamaan (3.1) berbentuk
y = yo(t) +eyi(t) + O(e?). (3-3)
Pada O(1) solusi yang diperoleh adalah yo = cos(t). Selanjutnya pada O(g) solusi
yang diperoleh adalah y; = —tcos(t) + sin(t). Dengan demikian solusi asimtotik
diberikan oleh
y = cos(t) + e(—tcos(t) +sin(t)) + O(e?),e < 1. (3.4)

Ketika t — oo, perbandingan antara suku kedua dengan suku pertama pada so-
lusi di atas asimtotik ke et, yang berarti tidak lagi bernilai kecil ketika t = O(e71).
Jadi dapat disimpulkan bahwa solusi asimtotik (3.4) hanya valid untuk ¢ < 71,
Untuk mengatasi permasalahan tersebut, definisikan variabel waktu baru yang ’lam-
bat’, T = et, sehingga ketika t = O(¢~1), T = O(1) dan prilaku solusi yang menurun
secara lambat dapat di’tangkap’. Inilah yang menjadi ide dasar dari metode multiple
scales. Jadi sekarang pandang solusi asimtotik yang berbentuk

Y= yO(t7T) + 5y1(t7T) + 0(52)7 (35)

dimana setiap suku adalah fungsi yang bergantung pada dua variabel waktu, yaitu
t untuk menjelaskan osilasi, dan 7" untuk menjelaskan penurunan yang lambat.

4. Formulasi Analitik

Misalkan formulasi analitik dari limit cycle pada persamaan (1.3 — 1.4) untuk € < 1
dapat ditulis dalam bentuk ekspansi sebagai berikut:

x = xo(t,T) +ex1(t,T) + O(£?), (4.1)
Y yO(tv T) +en (t7 T) + 0(62)a

dimana T = &t.
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Karena x dan y adalah fungsi-fungsi terhadap ¢ dan 7', maka x dan y memenuhi
persamaan diferensial parsial berikut ini:

dr Oz ox
dy 9y = Oy
Pa_Pa P00
a2z~ e T “ator T ° T
a2 2 2 2
y:3y+258y +52% (4.5)

Atz o2 T T otorT T 9T
Selanjutnya substitusi persamaan (4.3 — 4.5) ke persamaan (1.3 — 1.4) dan gu-
nakan ekspansi (4.1 —4.2), sehingga dapat dikumpulkan persamaan-persamaan orde
berikut ini:

OPwo(t,T
o(1): % + w?xo(t,T) = 0, (4.6)
Pyo(t, T
% +w2yo(t,T) =0, (4.7)
0%z, (t, T 0Pxo(t, T Oxo(t, T
O(e): % + Wiz (t,T) = 72% —pp(l— zg(t,T))%
Oyo(t, T
+fw2%, (4.8)
Py (t,T) | _ Pt T)  Oyo(t,T)
gr el T) =2 ey
70]43 (t’ T) + dmO(tv T) (49)
Solusi dari persamaan (4.6) dan (4.7) diberikan oleh
xo = Ao(T) cos(wt) + Bo(T) sin(wt), (4.10)
yo = Co(T") cos(wt) + Do(T) sin(wt). (4.11)

Dengan memisalkan Ay (T) = A(T) cos(p1(T)) dan Bo(T) = B(T) sin(p2(T)), per-
samaan (4.10) dan (4.11) berturut-turut ekuivalen dengan
xo = Acos(wt + ¢1), (4.12)
yo = Bcos(wt + ¢2). (4.13)

Dengan mensubstitusikan persamaan (4.12) dan (4.13) ke dalam persamaan
(4.8) dan (4.9), diperoleh

823?1 2 dA . d<P1

52 +wiry = Qwﬁ sin(wt + 1) — 2Awﬁ cos(wt + ¢1)
411 Aw sin(wt + 1) + prwA3 cos? (wt + ¢1) sin(wt + ¢1)
+fw?B cos(wt + ©3), (4.14)

2 dB d
aﬁty; + Wy = 2wd—T sin(wt + @3) — 230.)% cos(wt + ¢2)
+po Bwsin(wt + 3) — ¢B? cos®(wt + o)

+dA cos(wt + ¢1). (4.15)
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Selanjutnya definisikan v(T") = @o(T") — ¢1(T), sehingaa persamaan (4.14 - 4.15)
dapat ditulis ulang menjadi

0? dA A3
Wil + w2x1 = <2dTw + pwA — Hw ) sin(wt + 1)
A3 d

v sin(3(wt + 1)) — 2Aw% cos(wt + 1)

+fw?B cos(v(T)) cos(wt + ©1)

— fw?Bsin(v(T)) sin(wt + ¢1), (4.16)
0? dB .

825%1 + Wiy = (Qd—Tw + poBw) sin(wt + ¢2)
dps = 3c 3

B
- <ZdeT + 1 ) cos(wt + ¢2)

3

B
—CT cos(3(wt + 2))

+dAcos(v(T)) cos(wt + ¢2)
+dAsin(v(T)) sin(wt 4 @3). (4.17)

Karena versi homogen dari kedua persamaan (4.16 — 4.17) serupa dengan per-
samaan pada O(1), maka solusi homogennya juga memuat suku cos(wt + 1)
dan cos(wt + 9). Kemudian bagian nonhomogen juga mengandung suku-suku
sin(wt + ¢;), cos(wt + ;), © = 1,2, yang sama bentuknya dengan solusi ho-
mogen. Oleh karena itu solusi partikularnya akan memuat suku ¢sin(wt + ;) dan
t cos(wt+;), i = 1, 2. Tetapi hal ini akan membuat ekspansi (4.1) dan (4.2) menjadi
tidak valid (fenomena ini disebut nonuniformity). Suku-suku yang menyebabkan
suatu ekspansi asimtotik nonuniform, disebut suku-suku sekuler. Agar ekspansi
tersebut tetap uniform, maka suku-suku sekuler tersebut harus dieliminasi.

2%&) + pwA — i‘”“’AS — fw?Bsin(v(T)) = 0, (4.18)
dB dA
(2d—Tw + p2Bw) + T sin(v(T)) = 0, (4.19)
4/@% + fw?B cos(v(T)) = 0, (4.20)
B Y2 3cB3 o
2Bw IT 1 + dAcos(v(T)) = 0. (4.21)

Perhatikan bahwa persamaan (4.18 — 4.21) berturut-turut dapat ditulis kembali
menjadi

dA 1 I R
T = _iulA + §/”L1A + %fw Bsin(v(T)), (4.22)
dB 1 1 .
T _5/123 — %dAsm(v(T)), (4.23)
dv(T) (dA  W?Bf 3cB?
ar <2wB " Sdw ) ST = (4.24)

Karena limit cycle adalah solusi steady-state dari suatu sistem dinamik, maka
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44 — 4B — dv — (. Dengan demikian persamaan (4.22), (4.23), dan (4.24) menjadi

_ 1 1 3, L ,oon .
0= 2,ulA+ SulA + 5 fw*Bsin(v(T)), (4.25)
1 1 .
0= —§,u2.B - @dA sin(v(T)), (4.26)
dA w’Bf 3cB?
0= <2wB ~ S > cos((v(T)) — S (4.27)
Dengan mengeliminasi suku yang memuat sin(v(7')) pada persamaan (4.25) dan
(4.26), diperoleh
—u A%dw (A% — 4
B2="" 4.2
mle (). (4.28)
3¢B2 dA  Ww?Bf wie B\ 2
= —_ 1 - . .
8w (2wB 2Aw ) ( dA > (429)

Dengan memperhatikan bentuk suku-suku nonhomogen yang bukan suku
sekuler, maka solusi partikular untuk x; dan y; dapat ditulis

p A

z1p(t,T) = 39, sin(3(wt + 1)), (4.30)
cB?

y1p(t,T) = 952 cos(3(wt + p2)). (4.31)

Secara keseluruhan, aproksimasi limit cycle dari persamaan (1.3) dan (1.4) den-
gan ketelitian sampai orde £2 diberikan oleh
3

x(t,T) = Acos(wt + 1) + 5%12 sin(3(wt + 1)), (4.32)
w
cB?

y(t,T) = Becos(wt + p2) + €392 cos(3(wt + p2)), (4.33)

dimana A dan B adalah solusi dari sistem persamaan (4.26 — 4.27).

5. Perbandingan dengan Hasil Numerik

Persamaan (1.3 — 1.4) dapat ditulis dengan memisalkan «’(t) = p(t) dan y'(t) = q(t)

x’ =p,
P =—em(1—a°)p— (w+efd)z+efw’y +efey’ + e fuag,
Y =q, (5.1)

q = —euaq — Wy — ecy® + edx.

Untuk syarat awal, digunakan solusi eksak ketika ¢ = 0, yaitu solusi leading order
pada persamaan (4.32 — 4.33). Karena ¢ dan @2 pada kedua solusi tersebut hanya
menunjukkan konstanta geseran, maka tanpa mengurangi keumuman, dapat dipilih
1 = 0 dan ps = 0. Dengan demikian syarat awal untuk sistem (5.1) diberikan oleh

3 Adw ecB3

z(0) = A,p(0) = 390 ,y(0) =B+ W,q(O) =0. (5.2)
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Sebagai contoh ilustrasi, misalkan

1 =0.33,d = 0.66, f = 0.33,c = 0.01,w = 1.0 danus = 0.7. (5.3)

Selanjutnya untuk nilai-nilai parameter tersebut, solusi A dan B pada sistem per-
samaan (4.28) dan (4.29) dapat ditentukan dengan menggunakan aplikasi Maple
12, yaitu diperoleh A = 0.4781520480 dan B = 0.4508256101.

0.4 0.2

x(nt)

L L s L L
-04 02 0 02 04

y(®)

Gambar 2. Potret fasa limit cycle dari persamaan (1.3 - 1.4) yang diperoleh secara analitik
(garis bulat) dan numerik (garis utuh) pada bidang-(z(t),z’(t)) dan bidang-(y(t),y’(t)) dengan
e = 0.001.

Pada Gambar 2 ditunjukkan potret fasa limit cycle dari persamaan (1.1) dan
(1.2) pada bidang-(x(t),2’(t)) dan (y(t),y'(t)) dengan menggunakan & = 0.001.

Pada Gambar 3 ditunjukkan potret fasa limit cycle untuk € = 0.1. Dari ke-
dua gambar dapat dilihat bahwa aproksimasi analitik dan solusi numerik untuk
nilai-nilai parameter pada (5.3) menunjukkan kesesuaian yang sangat baik antara
keduanya. Lebih lanjut, aproksimasi limit cycle yang diperoleh dari metode multiple
scales semakin baik hasilnya untuk € yang semakin kecil.

6. Kesimpulan

Berdasarkan uraian sebelumnya, dengan menggunakan metode multiple scales,
diperoleh aproksimasi analitik untuk limit cycle dari persamaan (1.3 — 1.4) sampai
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Gambar 3. Potret fasa limit cycle dari persamaan (1.3 — 1.4) yang diperoleh secara analitik (garis
bulat) dan numerik (garis utuh) pada bidang-(z(¢),z’(t)) dan bidang-(y(¢),v’(t)) dengan € = 0.1.

ketelitian orde €2, yang diberikan oleh

A
t)y=A4 t
x(t) cos(wt + 1) + ¢ 0

sin(3(wt + ¢1)),
3

cB
y(t) = Bcos(wt + ¢3) + €392 cos(3(wt + ¢2)).

Aproksimasi analitik tersebut kemudian dibandingkan dengan solusi numerik
yang diperoleh dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde 4. Hasil perbandin-
gan antara analitik dan numerik untuk nilai-nilai parameter tertentu menunjukkan
kesesuaian yang sangat baik antara keduanya. Lebih lanjut, aproksimasi limit cycle
yang diperoleh dari metode multiple scales ini semakin baik hasilnya untuk nilai ¢
yang semakin kecil.

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk mengkaji bifurkasi
Hopf yang muncul pada persamaan (1.3 — 1.4) yang darinya dapat ditentukan daerah
eksistensi (dalam ruang parameter) dari limit cycle.
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