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Abstrak. Untuk dua graf, G dan H, bilangan Ramsey graf R(G,H)
didefi-nisikan sebagai bilangan terkecil n sedemikian sehingga setiap F
dengan n titik akan memuat G atau komplemen dari F memuat H. Pada
makalah ini dikaji tentang batas atas dari bilangan Ramsey graf untuk
pasangan graf siklus C4 dan graf roda Wm untuk m ≥ 6.
Kata kunci: Bilangan Ramsey, siklus, roda.

1 Pendahuluan

Teori Ramsey digunakan untuk mengkaji permasalahan penentuan prosedur
dalam menyelidiki konsistensi dari sejumlah rumusan logika yang diberikan.
Tema dari teori Ramsey ini adalah, seperti yang dinyatakan oleh Theodore S.
Motzkin, setiap struktur yang besar, walaupun struktur tersebut tidak teratur,
pasti akan memuat substruktur yang teratur untuk setiap ukuran substruktur
yang diminta. Dalam teori graf, teori Ramsey dapat dinyatakan sebagai berikut.

Untuk setiap bilangan bulat positif a dan b terdapat bilangan bulat positif
M0 sedemikian sehingga setiap graf F dengan m titik, dengan m ≥M0,
senantiasa memenuhi sifat berikut : F memuat subgraf lengkap Ka merah
atau komplemen dari F memuat subgraf lengkap Kb biru.

Bilangan bulat positif terkecil Mo pada pernyataan di atas disebut bilangan
Ramsey klasik untuk bilangan bulat positif a dan b, dinotasikan R(a, b). Karena

setiap graf F memenuhi F = F , maka bilangan Ramsey klasik bersifat simetris,
yakni R(a, b) = R(b, a).

Konsep bilangan Ramsey klasik kemudian diperluas dalam berbagai bentuk.
Salah satu di antaranya adalah bilangan Ramsey graf, yang dapat dinyatakan
sebagai berikut.

Diberikan dua graf G dan H. Bilangan Ramsey graf R(G,H) didefi-
nisikan sebagai bilangan terkecil n sedemikian sehingga setiap graf F
dengan n titik akan memuat G atau komplemen dari F memuat H.

Pada perkembangan selanjutnya studi bilangan Ramsey tidak hanya terbatas
pada graf lengkap saja, tetapi juga telah diperumum untuk jenis graf sebarang
lainnya, seperti graf siklus (cycle), graf roda (wheel), graf pohon (tree), graf
bintang (star), graf lintasan (path), graf buku (book), pasangan pohon dan roda,
pasangan bintang dan roda, pasangan siklus dan roda, dan lain-lain.

Banyak hasil menarik lainnya dari bilangan Ramsey graf yang telah diper-
oleh. Secara khusus, untuk pasangan graf siklus Cn dan graf roda Wm, Burr dan
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Erdos menunjukkan bahwa R(C3,Wm) = 2m + 1 untuk setiap m ≥ 5. Radzis-
zowski dan Xia memberikan metode sederhana dan terpadu untuk menentukan
berapa nilai R(C3, Pn) dan R(C3,Wm). Untuk hasil yang lebih umum, Zhou
menunjukkan bahwa R(Cn,Wm) = 2m+ 1 untuk n ganjil dan m ≥ 5n− 7.

Salah satu studi tentang bilangan Ramsey yang telah dilakukan oleh Surah-
mat dan E.T.Baskoro adalah untuk kombinasi graf siklus Cn dan graf roda
Wm, yaitu penentuan bilangan Ramsey untuk pasangan graf R(Cn,W4) dan
R(Cn,W5) [lihat tinjauan pustaka 4]. Dua tulisan dari Surahmat, dkk dan Kung-
Kuen Tse menunjukkan secara terpisah bahwa :

1. Bilangan R(C4,Wm) = 9, 10, 9 secara berurutan, untuk m = 4, 5 dan 6.
2. Bilangan R(C4,Wm) = 11, 12, 13, 14, 16 dan 17 secara berurutan, untuk

7 ≤ m ≤ 12.

Makalah ini merupakan tinjauan ulang dari rujukan pustaka [3].

2 Batas Atas R(C4,Wm) untuk m ≥ 6

Sebelum menentukan bilangan Ramsey tersebut terlebih dahulu akan dibahas
tiga lema berikut.

Lema 1. Misalkan G adalah sebuah graf dengan n titik sehingga G memuat
roda Wm−1 = [a0, A] dimana a0 adalah pusat (hub) dan A = {a1, a2, ..., am−1}
adalah jari-jari (rim) dan G + C4. Jika G + Wm maka |NA(y1)| ≥ m − 2
untuk setiap y1 ∈ V (G)\V (Wm−1) dengan y1a0 /∈ E(G).

Lema 2. Misalkan G adalah sebuah graf dengan n titik sehingga G memuat
roda Wm−1 = [a0, A] dimana a0 adalah pusat (hub) dan A = {a1, a2, ..., am−1}
adalah jari-jari (rim) dan G + C4. Misalkan B = {y1 ∈ V (G)\V (Wm−1) :
y1a0 ∈ E(G)}. Jika G + Wm maka |B| ≤ 1.

Lema 3. Misalkan G adalah sebuah graf dengan n titik sehingga G memuat
roda Wm−1 = [a0, A] dimana a0 adalah pusat (hub) dan A = {a1, a2, ..., am−1}
adalah jari-jari (rim) dan G + C4. Misalkan B = {y1 ∈ V (G)\V (Wm−1) :
y1a0 ∈ E(G)} dan D = {x ∈ V (G)\V (Wm−1) : xa0 ∈ E(G)}. Jika G + Wm

dan |B| = 1 maka |D| ≤ 2.

Berikut adalah hasil utama dari kajian ini.

Teorema 1. Misal C4 adalah graf siklus dengan empat titik dan Wm adalah graf
roda dengan m+ 1 titik. Maka R(C4,Wm) ≤ m+ dm3 e+ 1, untuk m ≥ 6

Bukti. Akan ditunjukkan dengan menggunakan induksi terhadapm. Berdasarkan
Teorema 3.1 dan Teorema 3.2, telah diperoleh bahwa R(C4,Wk) ≤ k + dk3 e+ 1,
untuk 6 ≤ k ≤ 12, karena diperoleh R(C4,Wk)−grafelok untuk k = 6, 7, 8, 9, 10.
Asumsikan bahwa Teorema 3.3 tersebut berlaku untuk m = k − 1 ≥ 12, yaitu
R(C4,Wk−1) ≤ k − 1 + dk−1

3 e + 1. Akan ditunjukkan bahwa G ⊇ Wk, untuk
m ≥ 13.

Misalkan G adalah graf yang tidak memuat C4. Akan ditunjukkan G + Wk.
Asumsikan bahwa, G harus memuat Wk−1. Misalkan a0 pusat dari Wk−1 dan
A = {a1, a2, ..., ak−1} jari-jari dariWk−1. Sebagai kontradiksi, misalkanG + Wk.

Dengan Lema 3, diperoleh |B| ≤ 1 dengan B = {y1 ∈ V (G) \ V (Wm−1) :
y1a0 ∈ E(G)}. Misalkan D = {x ∈ V (G) \ V (Wm−1) : xa0 ∈ E(G)}.



Gambar 1. Ilustrasi k = 6, 7, 8, 9, 10.

Pandang dua kasus berikut :
Kasus 1. |B| = 1.
Jika |B| = 1 maka diperoleh bahwa

|D| = k + dk
3
e+ 1− |V (Wk−1)| − |B|

= k + dk
3
e+ 1− k − 1

= dk
3
e ≥ 3.

Sementara berdasarkan Lema 3, telah diperoleh bahwa |D| ≤ 2. Hal ini kon-
tradiksi dengan hasil yang diperoleh dari Kasus 1, yakni |D| = dk3 e ≥ 3.

Kasus 2. |B| = 0.
Pada kasus ini diperoleh

|D| = k + dk
3
e+ 1− |V (Wk−1)| − |B|

= k + dk
3
e+ 1− k − 0

= dk
3
e+ 1

Karena |A| = k − 1 dan k ≥ 13, maka dengan Prinsip Pigeonhole kita peroleh
|NA(x)| ≤ 2 untuk suatu x ∈ D.

Selanjutnya diperoleh Wk di G dengan x sebagai pusat karena k ≥ 13 dan
k + dk3 e+ 1. Hasil ini kontradiksi dengan asumsi bahwa G + Wk.

3 Kesimpulan

Untuk dua graf G dan H sebarang, bilangan Ramsey graf R(G,H) merupakan
banyaknya titik terkecil yang dipunyai suatu graf F sehingga F akan memuat



G atau F memuat H. Misalkan diberikan graf siklus C4 dengan empat titik dan
graf roda Wm dengan m + 1 titik. Pada tulisan ini, telah dikaji tentang batas
atas R(C4,Wm) untuk m ≥ 6, yaitu

R(C4,Wm) ≤ m+ dm
3
e+ 1, untukm ≥ 6.
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