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Abstrak. Misalkan G adalah graf terhubung dan ¢ merupakan pewarnaan k yang sesuai
dari G dengan warna 1,2,--- , k. Misalkan II = {S1,S2, -+, Sk} adalah partisi V(G)
menjadi kelas-kelas warna yang saling bebas, dimana S; merupakan himpunan titik
dengan warna i, 1 < ¢ < k. Kode warna cry(v) dari titik V' didefinisikan sebagai vektor
dengan banyak unsur k, yaitu

(d(’l}, 51)7 d(’l}, 52)7 e ad(Uv Sk))v

dimana d(v, S;) adalah jarak dari v ke S;, dengan 1 < ¢ < k. Jika untuk setiap dua
titik yang berbeda u, v di G, crr(u) # cr(v), maka ¢ disebut pewarnaan kromatik lokasi
dari G. Pewarnaan lokasi dengan minimum warna yang digunakan disebut pewarnaan
lokasi minimum. Selanjutnya, kardinalitas dari himpunan yang memuat pewarnaan lokasi
minimum disebut bilangan kromatik lokasi dari G, dinotasikan dengan xr,(G).

Misalkan terdapat graf G dan H sebarang. Graf korona G ©® H adalah graf yang
diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf G dan sebanyak |V (G)| duplikat
Hi,Hs, -+, Hy(g) dari H, kemudian menghubungkan titik ke-i dari graf G ke setiap
titik di H;, ¢ = 1,2,3,---,|V(G)|. Pada tulisan ini akan dikaji kembali makalah [2]
tentang bilangan kromatik lokasi dari graf K, ® K,, untuk n > 1 dan m > 1.

Kata Kunci: Pewarnaan Lokasi, Bilangan Kromatik Lokasi, Graf Korona

1. Pendahuluan

Suatu pewarnaan titik dengan k warna pada graf G adalah suatu pemetaan c¢: V —
{1,2,---k} sehingga c(u) # c(v) jika v dan v bertetangga. Jika banyaknya warna
yang digunakan sebanyak k£ maka G dikatakan mempunyai k pewarnaan. Bilangan
kromatik dari G adalah bilangan asli terkecil k£ sedemikian sehingga, jika titik-titik
di G diwarnai dengan k warna maka tidak ada titik yang bertetangga mempunyai
warna yang sama. Bilangan kromatik dari G dinotasikan dengan x(G). Misalkan
X(G) = k, ini berarti titik-titik di G paling kurang diwarnai dengan k warna dan
tidak dapat diwarnai dengan k — 1 warna.

Kelas warna pada G dinotasikan dengan S;, merupakan himpunan titik-titik
yang berwarna i dan 1 <4 < k. Misalkan II = {5, Sa,- - , Sk} merupakan partisi
terurut dari V(G) berdasarkan suatu pewarnaan titik, maka representasi v terhadap
IT disebut kode warna dari v dinotasikan dengan crr(v). Kode warna crp(v) dari suatu
titik v € V(@) didefinisikan sebagai vektor —k :

enn(v) = (d(v, S1),d(v, S2), -+ ,d(v, Sk)),
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dimana d(v,S;) = min{d(v,z|z € S;)} untuk 1 < ¢ < k. Jika setiap titik yang
berbeda di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka ¢ disebut
pewarnaan lokasi dari G. Minimum dari banyaknya warna yang digunakan pada
pewarnaan lokasi dari graf G disebut bilangan kromatik lokasi.

Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh berikut. Misal diberikan suatu graf G
dengan orde k = 10 dan kelas warna S; = {v1, v3,v9,v10}, S2 = {v2,v4,vs}, S5 =
{vs,v7}, S4 = {vg} (Gambar 1). Kode warna dari titik-titik di graf G terhadap

V4 Vs Ve
Vo

Vi Vio

V3 Vg

Va V7

Gambar 1. Pewarnaan c pada Graf G

II= {Sl, SQ, 537 54} adalah:

[ ] CH(’Ul) = (d(’Ul, Sl), d(Ul, SQ), d('l}l, Sg), d(’l]l, 54)) = (0, ]., 2, 3),
L] CH(’UQ) = (d(’l)g, Sl), d(UQ, SQ), d('UQ, Sg), d(’UQ, S4)) = (1, 0, ]., 2),
L] CH(’U3) = (d(’l)3, Sl), d(Ug, SQ), d('l}g, Sg), d(v3, 54)) = (0, ]., ].7 1),
[ ] CH(U4) = (d(’l)4, Sl), d(’U47 SQ), d(’l}4, 53), d(v4, 54)) = (1, 0, 27 2),
e cr(vs) = (d(vs, S1),d(vs, Sa), d(vs, S3),d(vs, S4)) = (1,2,0,2),
[] CH(UG) = (d(?)(j, Sl), d(’U@, 52)7 d(’l)@, 53), d(UG, 54)) = (1, 2, 27 0),
[ ] CH(U7) = (d(v7, Sl), d(’U7, 52)7 d(’l}7, 53), d(U7, 54)) = (1, 1, O7 3),
[ CH(Ug) = (d(vg, Sl), d(’Ug, Sg), d(’Ug, 53), d(Ug, 54)) = (1, 0, 1, 4),
[] CH(Ug) = (d(vg, Sl), d(’Ug, Sg), d(’Ug, 53), d(vg, 54)) = (0, 1, 2, 5),
L CH(UIO) == (d(’vlo, Sl), d(’Ulo7 Sg), d(Ulo, 53), d(Ulo, S4)> = (0, 2, 1, 4)

Dari contoh diatas dapat dilihat bahwa pewarnaan ¢ yang menggunakan empat
warna pada G adalah pewarnaan lokasi dengan kardinalitas paling kecil. Oleh karena
itu, bilangan kromatik lokasi dari graf G, x(G) = 4.

Lema 1.1. [I] Misalkan terdapat graf G yang terhubung non trivial. Misalkan ¢
pewarnaan lokasi untuk G dan u,v € V(G). Jika d(u,w) = d(v,w) untuk semua
w € V(G) — {u, v}, sehingga v dan v adalah dua titik dengan warna berbeda.

Bukti. Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan mis-
alkan IT = {51, S, - - , Sk} adalah partisi dari titik-titik G’ kedalam kelas warna S;
untuk suatu titik u,v € V(G).

Akan dibuktikan dengan menggunakan kontradiksi. Andaikan c(u) = c¢(v)
sedemikian sehingga titik w dan v berada dalam kelas warna yang sama, misal
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S; dari IT. Akibatnya d(u, S;) = d(v, S;) = 0 karena d(u, w) = d(v, w) untuk setiap
w € V(G) — {u,v} maka d(u,S;) = d(v,S;) untuk j # i,1 < j < k. Akibatnya

err(u) = en(v) sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi, ini kontradiksi dengan per-
misalan bahwa ¢(u) = ¢(v). Sehingga diperoleh ¢(u) # ¢(v) dengan v dan v suatu
pewarnaan yang berbeda. O

2. Graf Hasil Korona Dua Graf Lengkap K,, dan K,,

Graf K,, ® K,, adalah graf yang diperoleh dari graf lengkap K, dengan n titik
dan graf lengkap K, dengan m titik dengan cara menghubungkan setiap m buah
titik salinan ke —i dari graf lengkap K,, ke titik x; di graf lengkap K, untuk
1 =1,2,---  n. Salinan adalah graf dengan himpunan titik dan himpunan sisi yang
sama dari graf K.

Perhatikan graf K,, ® K,, pada Gambar 2 berikut. Misal terdapat graf K,, de-
ngan V(K,) = {z1,x9, -+ ,z,} dan graf K, dengan V(K,,;) = {ai1, a2, ,@im}
dimana K,,; adalah salinan ke —i¢ dari graf K,, untuk i =1,2,--- /n.

Xn X4

Gambar 2. Graf K, dan K,

Gambar 3. Graf K,, ® Ky,
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3. Penentuan Bilangan Kromatik Lokasi dari K,, ® K,,, dengan
n,m2>1

Pada Teorema 3.1 berikut disajikan kembali tentang penentuan bilangan kromatik
lokasi untuk hasil korona dua graf lengkap, seperti yang telah diperoleh dalam
makalah [1].

Teorema 3.1. [1] Bilangan kromatik lokasi dari K, © K, untuk n,m > 1 sebagai
berikut.
m+1,jikan =1,
XL(Kn © Ki) =4 m+2,j5ika2 <n<m+2,
n, jika n > m + 2.

Bukti. Misal diberikan dua buah graf K, dan K,,. Pembuktian diberikan dalam
tiga Kasus.
Kasus 1. n = 1.
Akan ditunjukkan bahwa untuk n = 1 bilangan kromatik lokasi dari graf K, ® K,,
adalah x1(K, ® K,,) = m+ 1.

Untuk n = 1, misalkan V(K1) = {21}, V(&) = {a1,a2, -+ ,an} dan E(K,,) =
{aiaj]i = 1,1 < j < m}. Selanjutnya V(K; © Ky,) = {z1,a1,-- ,ap} dan E(K; ©
Ky) ={z1a;]1 <i<m}U{aali=1,1 <35 <m}.

Gambar 4. Pewarnaan Lokasi Minimum Dari Graf K,, ® Ky, n =1

Karena K, adalah graf lengkap dimana setiap titiknya bertetangga dan K; ®
K, adalah graf terhubung maka semua titik-titik di K3 ® K, bertetangga. Sesuai
dengan definisi pewarnaan lokasi bahwa setiap yang bertetangga memiliki kode
warna yang berbeda, maka haruslah bilangan kromatik lokasi untuk graf Ky ® K,,
adalah xr (K, © K,,) =m + 1.

Kasus 2. 2<n<m+2.

Akan dibuktikan bahwa untuk 2 < n < m + 2, bilangan kromatik lokasi dari graf
K, © K,, adalah x.(K, ® K,,,) =m+ 2.
Perhatikan bahwa :

V(K’N,) - {'rlva?”' ;xn}
V(Kpmi) = {ai1, iz, -+, aim |1 <1 < n}
={a;;|1 <i<n,1<j<m}
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Dikontruksikan pewarnaan ¢ untuk graf K, ® K,, sebagai berikut :

c(x;) =45 € {1,2,--- ,n},
[1,m+2] - {i,i+ 1}, jika i #m +2,
[1,m+ 2] — {1,i}, selainnya.

v () = {

Gambar 5. Pewarnaan Lokasi Minimum Dari Graf K, ©® K, 2<n <m+2

Sekarang akan ditunjukkan bahwa ¢ adalah pewarnaan lokasi pada K, ® K,,.
Jika d(u,z1) = d(v,z1) maka terdapat tiga Kasus berikut.

Kasus 2.1. Misalkan u = x;, dan v = z;, untuk suatu k,[. Maka u dan v berada
pada kelas warna yang berbeda.

Kasus 2.2. Jika u = x; dan v = a1k, untuk suatu ¢ # 1 dan i # k. Maka jarak
d(u, S3) # d(v,S2), sechingga kode warna pada u dan v tidak sama.

Kasus 2.3. Jika u = a;; dan v = a;,, untuk suatu ¢, j, ¢, s. Maka jarak d(u, 1) #
d(v,S1) atau d(u, S;y+1) # d(v,S;+1) dimana 1 < ¢ < m. Sehingga berdasarkan
definisi pewarnaan lokasi, diperoleh bahwa setiap titik memiliki kode warna yang
berbeda.

Oleh karena itu terbukti bahwa ¢ adalah pewarnaan lokasi dan bilangan kro-
matik lokasi dari K,, ® K, yaitu x (K, © K;,) =m+2 untuk 2 <n <m+ 2.

Kasus 3. n > m + 2.

Akan ditunjukkan bahwa x (K, © K,,) = n.

Definisikan pewarnaan berikut c¢(x;) = ¢ dan ¢(V(H;) = X;, dimana X; sebarang
sub himpunan dengan anggota m dari {1,2,--- ,n} yang tidak memuat warna 7 dan
warna ¢ + 1 mod n.

Karena |V(K,)| > m + 2 dan graf K, adalah graf lengkap yang berarti setiap
titiknya bertetangga maka berdasarkan definisi pewarnaan pada graf dimana setiap
titik yang bertetangga memiliki kode warna yang berbeda, maka diperoleh bahwa
bilangan kromatik lokasi K,, ® K, adalah x1(K, ®© K,,) = n. O
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4. Kesimpulan

Pada makalah ini telah dikaji kembali makalah [2] tentang bilangan kromatik lokasi
untuk graf K, ® K,, untuk n > 1 dan m > 1, sebagai berikut:

m+1,jikan =1,
XL(Kn © Kp) =< m+2,jika2<n<m+2,
n,jika n > m + 2.
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