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Abstrak. Misalkan terdapat suatu graf sebarang G = (V, E), dimana V adalah him-
punan titik dan E adalah himpunan sisi. Misalkan terdapat suatu titik v € V(G) dan
suatu himpunan S C V(G). Jarak antara titik v dan himpunan S, dinotasikan d(v, S),
didefinisikan sebagai d(v,S) = min{d(v,z) | = € S}, dimana d(v,z) adalah jarak an-
tara dua titik v dan x di G. Definisikan IT = {S1, S2,---, Sk} sebagai himpunan yang
berisikan k-partisi tersebut. Suatu representasi titik v € V(G) terhadap himpunan II
dapat ditulis dalam bentuk k-vektor:
r(v |II) = (d(v, S1),d(v, S2), -+ ,d(v,Sg)).

Jika untuk setiap dua titik berbeda u,v € V(G) berlaku r(u | II) # r(v | II), maka
IT disebut partisi pembeda dari V(G). Partisi pembeda IT dengan kardinalitas minimum
disebut partisi pembeda minimum dari G. Dimensi partisi dari graf G, dinotasikan pd(G),
adalah kardinalitas dari partisi pembeda minimum dari G. Pada tulisan ini akan dibahas
kembali salah satu bagian dari disertasi [5] tentang penentuan dimensi partisi dari suatu
graf ulat.

Kata Kunci: Representasi titik, dimensi partisi, graf ulat

1. Pendahuluan

Misalkan terdapat graf G = (V, E'), dimana V" adalah himpunan titik dan E adalah
himpunan sisi. Misalkan terdapat suatu titik v € V(G) dan suatu subhimpunan
S C V(G). Jarak dari titik v ke himpunan S, dinotasikan dengan d(v, S), dapat
dituliskan sebagai d(v,S) = min{d(v,z) | € S}, dengan d(v,z) adalah jarak dari
titik v ke z. Misalkan terdapat IT = {S1,Ss, -+ ,S;} yang merupakan himpunan
yang memuat k-partisi tersebut. Untuk setiap titik v € V(G), representasi dari v
terhadap II didefinisikan sebagai

7n(v | H) = {d(va Sl)v' o ,d(”U,Sk)}.

Jika setiap titik di G mempunyai representasi yang berbeda terhadap II, maka
IT disebut partisi penyelesaian. Jika untuk setiap dua titik berbeda u,v € V(G)
berlaku r(u | II) # r(v | II), maka II disebut partisi pembeda dari V(G). Partisi
pembeda IT dengan kardinalitas minimum disebut partisi pembeda minimum dari
G. Kardinalitas dari partisi penyelesaian minimum disebut dimensi partisi dari G,
ditulis pd(G).

Misalkan IT = {S1,So,---, Sk} adalah partisi terurut dari V(G). Jika u € S;
dan v € S;, dan i # j, maka jelas bahwa r(u | II) # r(v | II) (karena d(u,S;) = 0,
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tetapi d(v, S;) # 0). Dengan demikian, ketika diberikan suatu partisi II dari V/(G)
dan hendak ditentukan apakah IT adalah partisi pembeda untuk V(G) atau bukan,
pemeriksaan cukup dilakukan pada semua titik dalam setiap kelas partisi yang
sama. Andaikan terdapat dua titik w dan v di kelas partisi yang berbeda, namakan
S1 dan Ss. Selanjutnya, karena d(u,S1) = 0 dan d(v,S1) # 0, maka representasi
titik u dan v pasti berbeda di entri ke-1. Secara umum, setiap dua titik yang berbeda
di kelas partisi yang berbeda akan punya representasi yang berbeda.

Graf ulat adalah graf pohon yang memiliki sifat apabila dihapus semua daun-
nya akan menghasilkan lintasan [5]. Misalkan terdapat graf lintasan P, de-
ngan himpunan titik V(P,,) = {z1,22, - ,2n} dan himpunan sisi E(P,) =
{z122," * ,Tpp—12m }. Graf ulat diperoleh dengan menambah n; titik daun pada
setiap titik x; dari sebuah graf lintasan P,, dengan 1 < ¢ < m dan dinotasikan

dengan C(m;nyi,na, -+, Ny ), seperti pada Gambar 1.
Cz1 Coo
X1 Xm
X2
Ci1 Ci2 Ci3 Cua Cmi Cm2  Cmn
Gambar 1. Graf ulat C(m;ni,n2, -+ ,nm)
Notasikan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf ulat C(m;ny, na, -+ , 7y

sebagai berikut.

E(C(m;ni,na, - ynm)) ={zizip1 |1 <i<m—1}U{xa:; |1 <i<m,1<j<n}.
Jikany = ng = - -+ = n,, = n, maka graf ulat tersebut dinamakan graf ulat homogen,

dan dinotasikan dengan C(m;n). Dua contoh graf ulat homogen dan tak homogen
diberikan pada Gambar 2.

ax @ 1 @pe  dg 8y 32
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Gambar 2. (a) Graf ulat homogen C(3;4) (b) Graf ulat tak homogen C(4;4,3,2,4)
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2. Dimensi Partisi Graf Ulat

Misalkan terdapat graf ulat C(m;ni,ns, -+ ,n,). Dapat dilihat bahwa setiap graf
C(m;ny,ne,- - ,ny,) memuat tepat m buah subgraf K ,,. Notasikan himpunan
titik dan sisi dari K ,, sebagai berikut.

V(K1) ={aiy | 1 <j <ni} U{zd,

E(Kin,) =A{zia; |1 <j<ni}.
Didefinisikan nmax = max{ni, na, -+ ,My}. Subgraf Ki ,_.  disebut sebagai sub-
graf ulat maksimum dari C(m;,nq,ne,- -+ ,ny,). Misalkan terdapat p buah K 5, -

Maka subgraf bintang maksimum didefinisikan dari kiri ke kanan sebagai K inmx
untuk 1 <7 < p.

Definisi 2.1. [5] Misalkan K1y, K1 n, C C(m;ni,ng, - ), dengan 1 < i #
J <m. Jika n; = nj; = nmax — 1, sedemikian sehingga

(1) d(z;, xm) = d(xj, Tp), dimana z,, adalah anggota dari suatu K, (lihat
Gambar 3a),

(2) d(z;,x,) = d(xj,zp), dengan x, dan x, masing-masing anggota dari su-
atu K1 ... yang berbeda (lihat gambar 3b), maka subgraf K1 ,, dan Ky,
disebut subgraf ulat berjarak sama.

ANE Sl

Xm

d(xiXm) +—— <

d(X},Xm) d(x;,%o) d(x;,%p)

(a) (b)

Gambar 3. Dua kondisi subgraf graf ulat K 5, dan Kl,nj~

Lema 2.2. [5] Misalkan II adalah partisi pembeda untuk C(m;ny,na, -+ ,nm) dan
Ki,n, C C(m;ny,na, -+ ynyy). Jika w dan v adalah sebarang dua daun berbeda di

suatu Ki,p,, dengan n; > 2, maka u dan v harus berada dalam kelas partisi yang
berbeda di 11.

Lema 2.3. [5] Misalkan II adalah partisi pembeda untuk C(m;ni,ng, - ,npy).
Jika Kinmx dan Kinmx dua subgraf ulat maksimum, dengan i # j, maka
r; € V(K{, ) dan x; € V(Kinmx) harus termuat dalam kelas partisi yang
berbeda di II.

Lema 2.4. [5] Misalkan II adalah partisi pembeda untuk (C(m;ny, -+ ,ny)), m >
2. Jika sebarang dua subgraf berbeda K p,, K1 n; C C(m;ny,ng, -+ ,ny,) berjarak
sama dan seberang dua daun a;y € Kip, dan ajp € Ki,;, dengan 1 < k < n;
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termuat dalam partisi yang sama, maka x; dan x; harus termuat dalam kelas partisi
yang berbeda di 11.

Pada Teorema 2.5 berikut diberikan kriteria penentuan dimensi paritisi dari graf
ulat C(m;ny,ne, -, Ny).

Teorema 2.5. [5] Misalkan K .. adalah subgraf ulat maksimum dari C(m;nq,
Ng,- -+ ,Ny) dan p menyatakan banyak subgraf Ki,,,... Maka untuk nyax > 3,
dimensi partisi graf ulat C(m;ny,na, -+ ,ny) adalah

n ;jikapgnmaxa
d(C(m;ni,ne, - ,n = e .
P ( ( b m)) {nmax+ 1 ’ ]Zkap > Mmax-

Bukti. Pandang dua kasus berikut.

Kasus 1. Untuk p < npax.

Misalkan terdapat suatu partisi pembeda IT = {S1,Ss, - -+, Sp}. Karena setiap daun
pada Kj ,,, termuat dalam kelas partisi yang berbeda dan Kj , .. memiliki 7max
daun, maka sedikitnya terdapat nmax kelas partisi di IT untuk C(m;ny,na, -+, 7).
Dengan demikian p > nyax.

Selanjutnya pandang graf C(m;ny,ng, -, ny, ). Misalkan terdapat suatu partisi
pembeda II = {S,S9, --,S,, . } untuk graf V(C(m;ni,na,--- ,nm)), sehingga
setiap titik v € V(C(m;n1,na, - -+ ,ny)) terdapat dalam suatu kelas partisi S; € II,
untuk suatu 1 < j < Npypax-

Berikut adalah langkah-langkah penentuan dimensi partisi dari graf
C(m;ni,na, - , Ny ), apabila p < npax.

(a) Hitung banyak subgraf K, . dan nyatakan dengan p. Notasikan masing-
masing subgraf tersebut, secara berurut dari kiri ke kanan, dengan K fnmx,
dengan 1 < k < p.

(b) Setiap titik z € V(KF, ) secara berurut diletakkan pada kelas partisi
S; untuk suatu 1 < j < p.

(c) Setiap daun pada K, secara berurut diletakkan pada kelas partisi
S1,5%,  Snpan -

(d) Definisikan A; sebagai selang terbuka sebelum graf bintang K{, ., Ay
sebagai selang terbuka antara K fnmx dan K¢ dengan 1 <k <p-—-1

1,nmax
P

1,nmax "

dan A,_; sebagai selang terbuka setelah K

(e) Definisikan himpunan T = {Semua kombinasi (nmax—1) dari nmax buah
kelas partisi di IT}, sedemikian sehingga T' = {T3,Ts,--- , T} ...} dengan
T, € T adalah kombinasi yang tidak memuat kelas partisi .S;.

(f) Identifikasi letak subgraf K7 ,, pada selang sebagaimana yang didefinisikan
oleh langkah (d).

(g) Jika Kj ,, terletak pada selang A; atau A, maka setiap daun pada Ki ,,
secara berurutan diletakkan pada kelas partisi yang berasosiasi dengan 77 .

(h) Jika Kj ,, terletak pada selang Ay, dengan 3 < k < p+1 maka setiap daun
pada K, secara berurut diletakkan pada kelas partisi yang berasosiasi
dengan Tj_1.
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(i) Jika Ky ,, dan K, ,; berjarak sama terhadap suatu K, , maka
z; € V(Kiy,) dan V(Ki,,) harus termuat dalam kelas partisi yang
berbeda di II.

(j) Setiap titik pusat z, € V(KY,, ), dengan K}, bukan subgraf ulat maksi-
mum dan subgraf ulat berjarak sama, xj diletakkan pada kelas partisi yang
memuat salah satu daunnya.

Untuk memastikan bahwa II adalah partisi pembeda dari graf ulat, pandang
sebarang dua titik berbeda u,v € V(C(m,ni,na, - , Ny, )) sedemikian sehingga u
dan v berada dalam kelas partisi yang sama. Jika daun u € V(K ,,) dan u €
V(Kl,nj)7 dengan n; = n; = Nmax, maka u dan v dibedakan oleh sebuah kelas
partisi yang memuat x; atau x;. Jika daun v € V(K ,,) dan v € V(K1 ,,), dengan
Ky, dan K ,; berada dalam selang yang berbeda, katakan A, dan A,, maka u
dan v dibedakan oleh kelas partisi S, atau S,. Jika daun u € K; p,, dan v € Ky,
dengan K ., dan K, berada dalam selang yang sama, katakan A,, dan subgraf
Ki ,, dan K, tidak berjarak sama, maka u dan v dibedakan oleh kelas partisi
S,. Jika K p, dan Ky p; berjarak sama maka u dan v dibedakan oleh kelas partisi
yang memuat x; atau ;.

Selanjutnya, jika daun v € K;,, dan v € Ky, dengan n; atau n; adalah

Nmax, Maka v dan v dibedakan kelas partisi X, dengan X adalah kelas partisi yang
memuat daun K ,, tetapi tidak memuat daun Kl,nj. Dengan demikian, untuk
setiap u,v € V(C(m;ny,na, -+ ,ny)), maka r(u | II) # r(v | II).
Kasus 2. Untuk p > mnpax Misalkan terdapat suatu partisi pembeda II =
{51, 82,---,Sp} untuk V(C(m;ni,na, - ,nm)). Jika p > n, . maka menurut
Lema 2.2, terdapat paling sedikit dua buah titik 2; € V(K{, ) dan z; €
V(K {,nmx)’ sedemikian sehingga titik =; dan z; termuat dalam kelas partisi yang
sama, kontradiksi. Dengan demikian p > nyax + 1.

Selanjutnya, definisikan partisi pembeda IT = {51, 52, , Sp,0. ., } untuk graf
C(m;nyi,na, - ,ny,). Berikut adalah langkah-langkah penentuan dimensi partisi
dari graf (C(m;ny,na, -+ ,ny)), apabila p > npax.

(a) Setiap daun pada V(K7 ,,), dengan 1 < i < m, secara berurut diletakkan
pada kelas partisi S, S2, 53, -, Sn,-

(b) Letakkan titik x; pada kelas partisi Sy, ;-

(c) Letakkan titik z; lainnya sedemikian sehingga xo € S7,x3 € Sa,
x4 € S3,x; € Sp; dan seterusnya dengan pola pengulangan yang sama.

Pandang sebarang dua titik berbeda u,v € V(C(m;n1,na,- -+ ,n,,)) sedemikian
sehingga titik u dan v termuat dalam kelas partisi yang sama. Jika u € V(K p,)
dan v € V(K1 ,), untuk i # j maka jarak d(u,Sp,..+1) # d(v, Sn,..+1) dan oleh
karena itu r(u | II) # r(v | II). Jika titik u € V(K1,,) — {z:} dan v = 241,
untuk suatu ¢ pada selang tertutup 1 < i < m — 1, maka v dan v dibedakan oleh
sedikitnya satu kelas partisi X € II, dengan X adalah kelas partisi yang memuat
daun K, ,, sedemikian sehingga d(v, X) = 1 dan d(u, X) # 1. Oleh karena itu,
r(u | II) # r(v | II). Dengan demikian, setiap titik v € V(C(m;ni, na, -+ , 1))
mempunyai representasi yang berbeda dan pd(C(m;ni,na, -+ ,Nm) < Nmax + 1. O
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