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Abstrak. Pada paper ini dibahas metode bentuk normal pada persamaan diferensial

biasa non-linier orde 2 dan secara khusus diterapkan pada penyelesaian persamaan Duf-
fing. sistematis untuk mendapatkan bentuk normal dari persamaan diferensial. Dengan
menggunakan metode bentuk normal didapatkan solusi analitik dari persamaan Duf-

fing yang kemudian dibandingkan dengan solusi numeriknya. Hasil perbandingan antara
solusi analitik dan numerik menunjukkan kesesuaian yag cukup baik.
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1. Pendahuluan

Persamaan diferensial merupakan suatu persamaan matematika yang memuat

fungsi dan turunannya. Pada persamaan diferensial terdapat klasifikasi yaitu per-

samaan diferensial linier dan persamaan diferensial non-linier. Persamaan diferen-

sial dikatakan linier jika variabel-variabel tak-bebasnya muncul dalam bentuk linier.

Jika tidak demikian, maka persamaan diferensial tersebut dikatakan non-linier. Tu-

runan tertinggi yang muncul pada persamaan diferensial disebut orde dari per-

samaan diferensial tersebut.

Suatu persamaan diferensial linier dan non-linier dapat diubah menjadi ben-

tuk yang paling sederhana sedemikian sehingga solusinya dapat ditentukan dengan

mudah. Persamaan dengan bentuk yang paling sederhana ini dinamakan bentuk

normal (normal form) dari persamaan diferensial tersebut, sedangkan metode yang

digunakan untuk menyederhanakan persamaan tersebut dinamakan metode bentuk

normal [7]. Pada metode bentuk normal ini, suatu transformasi koordinat dikon-

struksi secara sistematis untuk mendapatkan bentuk normal dari persamaan dife-

rensial.

Dalam paper ini akan dibahas persamaan diferensial non-linier. Salah satu con-

toh dari persamaan diferensial non-linier adalah persamaan Duffing yang diberikan

oleh [7].

ü+ ω2u = αu3, (1.1)

dimana u(t) merepresentasikan perpindahan benda pada waktu t, ω menyatakan

tingkat kekakuan (stiffness) benda, dan α merupakan koefisien suku non-linier yang
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bernilai kecil (disebut parameter perturbasi). Persamaan Duffing merupakan per-

samaan diferensial non-linier orde dua yang menggambarkan osilator dengan ketak-

linieran berpangkat tiga. Persamaan Duffing digunakan oleh banyak peneliti sebagai

suatu pendekatan model dalam banyak sistem fisik. Salah satu aplikasi dari per-

samaan Duffing tersebut adalah pada weak signal detection [7]. Persamaan Duffing

diperkenalkan oleh seorang insinyur Jerman yang bernama George Duffing pada

tahun 1918 [6].

Persamaan Duffing ini menjadi sangat menarik untuk dikupas lebih dalam

karena persamaan tersebut memiliki solusi periodik, yaitu solusi yang merepresen-

tasikan suatu fenomena yang terjadi secara berulang. Pembahasan pada paper ini

mengeksplorasi kembali kajian pada referensi [7] dengan menambahkan pembahasan

tentang perbandingan solusinya secara numerik.

2. Konstruksi Awal Metode Bentuk Normal

Dalam paper ini akan dijelaskan konstruksi awal dari metode bentuk normal pada

persamaan diferensial biasa non-linier orde dua berikut:

ü+ ω2u = f(u, u̇), (2.1)

dimana f(u, u̇) dapat dijabarkan dalam bentuk deret pangkat terhadap u dan u̇. Se-

lanjutnya persamaan (2.1) dengan f(u, u̇) = 0 disebut sistem unpertubed, sedangkan

untuk f(u, u̇) 6= 0 disebut sistem pertubed. Asumsikan persamaan (2.1) mempunyai

titik keseimbangan u = 0 dan u̇ = 0.

Persamaan (2.1) dapat diubah menjadi sistem persamaan diferensial orde satu

dengan memisalkan

x1 = u dan x2 = u̇, (2.2)

sehingga diperoleh

ẋ1 = x2, (2.3)

ẋ2 = f(x1, x2)− ω2x1. (2.4)

Untuk sistem unperturbed, yaitu ketika f(x1, x2) = 0, sistem (2.3)-(2.4) menjadi

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −ω2x1. (2.5)

Sistem (2.5) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:[
ẋ1
ẋ2

]
=

[
0 1

−ω2 0

] [
x1
x2

]
.

Selanjutnya tulis

A =

[
0 1

−ω2 0

]
.

Perhatikan bahwa

det(A− λI) = λ2 + ω2 = 0

⇔ λ = ±
√
−ω2 = ±iω. (2.6)
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Dengan demikian sistem unperturbed (2.5) mempunyai sepasang nilai eigen ima-

jiner murni, yaitu ±iω, sehingga berdasarkan Subbab 2.4, sistem unperturbed (2.5)

memiliki solusi periodik.

Ide utama dari metode bentuk normal adalah dengan memperkenalkan trans-

formasi near-identity dari x1 ke y1 dan x2 ke y2 sebagai berikut:

x1 = y1 + h1(y1, y2), (2.7)

x2 = y2 + h2(y1, y2), (2.8)

dengan h1 ≈ 0 dan h2 ≈ 0, kemudian substistusikan ke sistem (2.3)-(2.4) se-

hingga diperoleh persamaan yang sesederhana mungkin (disebut bentuk normal).

Persamaan (2.7) dan (2.8) disebut transformasi near-identity karena x1(t) − y1(t)

dan x2(t) − y2(t) bernilai kecil. Dengan menggunakan aturan rantai, turunan per-

tama dari persamaan (2.7) dan (2.8) terhadap t menghasilkan

ẋ1 = ẏ1 +
∂h1(y1, y2)

∂y1
ẏ1 +

∂h1(y1, y2)

∂y2
ẏ2, (2.9)

ẋ2 = ẏ2 +
∂h2(y1, y2)

∂y1
ẏ1 +

∂h2(y1, y2)

∂y2
ẏ2 (2.10)

Persamaan (2.7)-(2.8) dan (2.9)-(2.10) kemudian disubstitusikan ke persamaan (2.3)

dan (2.4), sehingga diperoleh

ẏ1 = y2 + h2 −
∂h1
∂y1

ẏ1 −
∂h1
∂y2

ẏ2 (2.11)

dan

ẏ2 = −w2y1 − w2h2 + f(y1 + h1, y2 + h2)− ∂h2
∂y1

ẏ1 −
∂h2
∂y2

ẏ2. (2.12)

Selanjutnya, h1 dan h2 dipilih sedemikian sehingga persamaan (2.11) dan (2.12)

memiliki bentuk yang paling sederhana. Hal ini dapat diuraikan dalam beberapa

langkah. Pertama, uraikan f(x1, x2) menjadi

f(x1, x2) = ΣNn=1fn(x1, x2), (2.13)

dimana fn adalah polinomial derajat n dalam x1 dan x2. Kemudian pilih h1 dan h2
untuk menyederhanakan suku-suku yang dihasilkan dari polinomial berorde teren-

dah fm(x1, x2), dimana m ≥ 2, pada f(x1, x2). Langkah selanjutnya, pilih kem-

bali suatu transformasi near-identity untuk menyederhanakan suku-suku polinomial

berderajat m+ 1, dan seterusnya.

Karena sistem unperturbed (2.5) mendeskripsikan suatu getaran isolasi, maka

sistem tersebut dapat diekspresikan sebagai suatu persamaan bernilai kompleks.

Perhatikan bahwa persaman karakteristik dari (2.1) ketika f = 0 adalah

r2 + ω2 = 0⇔ r = ±iω. (2.14)

Karena r bernilai kompleks, maka solusi dari persamaan (2.1) ketika f = 0 dapat

ditulis sebagai

u = Beiωt + B̄e−iωt, (2.15)
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dimana B adalah suatu konstanta kompleks dan B̄ adalah kompleks konjugat dari

B. Dari persamaan (2.15), diperoleh

u̇ = iω(Beiωt − B̄e−iωt). (2.16)

Ketika f 6= 0, solusi dari persamaan (2.1) tetap ditulis dalam bentuk (2.15) dan

memenuhi kendala (2.16). Kemudian dengan memisalkan ξ(t) = Beiωt, maka per-

samaan (2.15) dan (2.16) menjadi

u = ξ(t) + ξ̄(t), (2.17)

u̇ = iω[ξ(t)− ξ̄(t)]. (2.18)

Penyelesaian dari persamaan (2.17) dan (2.18) untuk ξ da ξ̄ adalah

ξ =
1

2

(
u− i

ω
u̇

)
, (2.19)

dan

ξ̄ =
1

2

(
u+

i

ω
u̇

)
. (2.20)

Selanjutnya dari persamaan (2.19) diperoleh turunan pertamanya sebagai berikut:

ξ̇ =
1

2

(
u̇− i

ω
ü

)
. (2.21)

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.1) ke persamaan (2.21), diperoleh

ξ̇ =
1

2
iω

(
u− i

ω
u̇

)
− i

2ω
f(u, u̇). (2.22)

Dengan menggunakan persamaan (2.17) dan (2.18), maka persamaan (2.22) menjadi

ξ̇ = iωξ − i

2ω
f
[
ξ + ξ̄, iω(ξ − ξ̄)

]
. (2.23)

Pada bab selanjutnya akan ditinjau secara khusus persamaan Duffing, yaitu untuk

f = αu3.

3. Penyelesaian Persamaan Duffing dengan menggunakan Metode

Bentuk Normal

Pandang kembali persamaan Duffing

ü+ ω2u = αu3. (3.1)

Dengan melihat bentuk umum pada persamaan (2.1), maka pada kasus ini f = αu3.

Dengan demikian persamaan (2.23) menjadi

ξ̇ = iωξ − i

2ω
αu3

= iωξ − iα

2ω
(ξ + ξ̄)3. (3.2)

Selanjutnya kenakan transformasi near-identity dari ξ ke η yang berbentuk

ξ = η + h(η, η̄), (3.3)
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dengan h ≈ 0, ke persamaan (3.2), sehingga diperoleh

η̇ = iωη + iωh− ∂h

∂η
η̇ − ∂h

∂η̄
˙̄η − iα

2ω
(η + h+ η̄ + h̄)3. (3.4)

Karena kenonlinieran dari persamaan (3.4) bertipe kubik, maka h diasumsikan se-

bagai orde ketiga dalam η dan η̄, yaitu

h = Λ1η
3 + Λ2η

2η̄ + Λ3ηη̄
2 + Λ4η̄

3 + ..., (3.5)

lalu Λi dipilih sedemikian sehingga persamaan (3.4) menjadi bentuk normal.

Sebagai langkah pertama, eliminasi η̇ dan ˙̄η pada ruas kanan persamaan (3.4).

Hal ini dapat dilakukan dengan iterasi. Untuk aproksimasi pertama dapat dipilih

η̇ = iωη dan ˙̄η = −iωη̄. (3.6)

Kemudian η̇ dan ˙̄η pada ruas kanan persamaan (3.4) diganti dengan persamaan

(3.6) dan gunakan persamaan (3.5), sehingga diperoleh

η̇ = iωη − iω(2Λ1 +
α

2ω2
)η3 − 3iα

2ω
η2η̄ + iω(2Λ3 −

3α

2ω2
)ηη̄2

+iω(4Λ4 −
α

2ω2
)η̄3 + .... (3.7)

Selanjutnya untuk mengeliminasi suku-suku yang memuat η3, ηη̄2, dan η̄3, maka

haruslah berlaku

Λ1 = − α

4ω2
, Λ3 =

3α

4ω2
, Λ4 =

α

8ω2
. (3.8)

Namun, karena Λ2 tidak muncul pada persamaan (3.7), maka suku yang melibatkan

η2η̄ tidak dapat dieliminasi. Suku ini disebut suku resonansi (resonance term).

Akibatnya, pada aproksimasi kedua, bentuk yang paling sederhana untuk η̇ adalah

η̇ = iωη − 3iα

2ω
η2η̄. (3.9)

Substitusikan persamaan (3.3) dan(3.5) ke persamaan (2.17) dan (2.18), kemudian

gunakan (3.8) dan tetapkan Λ2 = 0, maka diperoleh

u = η + η̄ − α

8ω2

(
η3 + η̄3

)
+

3α

4ω2

(
ηη̄2 + η2η̄

)
+ ..., (3.10)

dimana η diberikan oleh persamaan (3.9). Misalkan solusi untuk η diberikan oleh

η = A(t)eiωt, (3.11)

dimana ω merupakan frekuensi alami dari sistem dan A merupakan fungsi kompleks

terhadap waktu. Substitusikan (3.11) ke dalam persamaan (3.9), maka diperoleh

Ȧ = −3iα

2ω
A2Ā. (3.12)

Selanjutnya, substitusikan (3.11) ke persamaan (3.10), maka didapatkan

u = Aeiωt + Āe−iωt − α

8ω2
(A3e3iωt + Ā3e−3iωt)

+
3α

4ω2
(A2Āeiωt + Ā2Ae−iωt) + .... (3.13)
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Karena A menyatakan fungsi kompleks, maka A dapat dinyatakan dalam bentuk

polar

A = aeiβ , (3.14)

dimana a dan β merupakan fungsi terhadap t. Dengan demikian persamaan (3.13)

menjadi

u =

(
2a+

3α

2ω2
a3
)

cos(β + ωt)− αa3

4ω2
cos(3β + 3ωt) + ... (3.15)

Substitusikan persamaan (3.14) ke dalam persamaan (3.15), maka berlaku

ȧ+ iaβ̇ = −3iα

2ω
a3. (3.16)

Kemudian pisahkan bagian riil dan imajiner pada persamaan (3.16), maka dida-

patkan

ȧ = 0, (3.17)

β̇ = −3α

2ω
a2. (3.18)

Solusi dari persamaan (3.17)-(3.18) diberikan oleh

a = C1, (3.19)

β = −3α

2ω
C2

1 t+ C2, (3.20)

dimana C1, C2 suatu konstanta riil sebarang. Ganti nilai a dan β pada persamaan

(3.15) dengan (3.19) dan (3.20), maka diperoleh

u =

(
2C1 +

3α

2ω2
C3

1

)
cos

(
−3α

2ω
C2

1 t+ C2 + ωt

)
−αC

3
1

4ω2
cos

(
−9α

2ω
C2

1 t+ 3C2 + 3ωt

)
+ ... (3.21)

yang merupakan solusi umum dari persamaan Duffing (3.1).

4. Perbandingan dengan Solusi Numerik

Pada subbab ini, solusi dari persamaan Duffing yang diperoleh dari metode bentuk

normal, yang diberikan oleh persamaan (3.21), akan dibandingkan dengan solusi

numeriknya. Karena solusi (3.21) muncul dalam bentuk deret, maka dalam imple-

mentasinya, solusi numerik akan dibandingkan dengan dua suku pertama dari solusi

(3.21), yaitu

u =

(
2C1 +

3α

2ω2
C3

1

)
cos

(
−3α

2ω
C2

1 t+ C2 + ωt

)
−αC

3
1

4ω2
cos

(
−9α

2ω
C2

1 t+ 3C2 + 3ωt

)
.

Untuk penyelesaian numerik, terlebih dahulu ubah persamaan Duffing (3.1), men-

jadi sistem persamaan diferensial orde 1 dengan memisalkan u̇(t) = p(t), sehingga

diperoleh

u̇ = p, (4.1)

ṗ = αu3 − ω2u.
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Akibatnya pada saat t = 0 diperoleh

u(0) =

(
2C1 +

3α

2ω2
C3

1

)
cos(C2)− αC3

1

4ω2
cos(3C2), (4.2)

p(0) = u̇(0) = −
(

2C1 +
3αC2

1

2ω2

)
sin(−C2)

(
−ω +

3αC2
1

2ω

)
+
αC3

1

4ω2
(−3C2)

(
−3ω +

9αC2
1

2ω

)
, (4.3)

yang dapat digunakan sebagai syarat awal dari sistem (4.1). Selanjutnya sistem

(3.1) dengan syarat awal (4.4) diimplementasikan ke rumus iterasi Runge-Kutta

dengan ukuran langkah h = 0.1.

Sebagai contoh ilustrasi, gunakan nilai-nilai berikut:

α = 0.01, ω = 0.5, C1 = C2 = 1. (4.4)

Kemudian untuk nilai-nilai (4.4), diperoleh u(0) = 1.122922675 dan p(0) =

−0, 127224154. Hasil solusi numerik dan perbandingannya dengan hampiran solusi

analitik (4.1) diberikan oleh Gambar 1. Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa

hampiran solusi analitik dan solusi numerik untuk nilai-nilai (4.4) menunjukkan

kesesuaian yang cukup baik.

Selanjutnya, galat dari hampiran solusi analitik yang didefinisikan sebagai selisih

antara solusi (4.1) dan solusi numerik untuk nilai-nilai (4.4) diberikan oleh Gam-

bar 2. Dari gambar dapat dilihat bahwa galat solusi analitik masih cukup besar,

terutama untuk nilai t yang semakin besar, dan bernilai kecil di sekitar interval

10 ≤ t < 20. Galat ini dapat diperkecil jika perhitungan metode normal melibatkan

suku-suku selanjutnya.

Gambar 1. Perbandingan solusi numerik (biru) dan hampiran solusi analitik (merah) yang diper-
oleh dari metode bentuk normal [persamaan (4.1)] untuk α = 0.01, ω = 0.5, C1 = C2 = 1.
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Gambar 2. Galat solusi analitik yang diperoleh dari metode bentuk normal [persamaan (4.1)]

untuk α = 0.01, ω = 0.5, C1 = C2 = 1

5. Kesimpulan

Dengan menggunakan metode bentuk normal, diperoleh solusi umum dari per-

samaan Duffing yang diberikan oleh

u =

(
2C1 +

3α

2ω2
C3

1

)
cos

(
−3α

2ω
C2

1 t+ C2) + ωt

)
−αC

3
1

4ω2
cos

(
−9α

2ω
C2

1 t+ 3C2) + ωt+ 3ωt

)
,

dengan C1 dan C2 suatu konstanta sebarang.

Solusi analitik tersebut (sampai dua suku pertama) kemudian dibandingkan de-

ngan solusi numerik yang diperoleh dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde

4. Hasil perbandingan antara solusi analitik dan numerik menunjukkan kesesuaian

yang cukup baik.
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