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Abstrak. Pada paper ini dibahas metode bentuk normal pada persamaan diferensial
biasa nonlinier orde dua dan secara khusus diterapkan pada penyelesaian persamaan
Rayleigh. Pada metode bentuk normal ini, suatu transformasi koordinat dikonstruksi se-
cara sistematis untuk mendapatkan bentuk normal dari persamaan diferensial. Dengan
menggunakan metode bentuk normal diperoleh solusi analitik dari persamaan Rayleigh
yang kemudian dibandingkan dengan solusi numeriknya. Hasil perbandingan antara so-
lusi analitik dan numerik menunjukkan kesesuaian yang cukup baik.
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1. Pendahuluan

Persamaan diferensial merupakan persamaan matematika yang memuat suatu
fungsi dan turunannya. Suatu persamaan diferensial dikatakan linier jika variabel
tak-bebas dan turunannya muncul dalam bentuk linier. Jika tidak demikian, maka
persamaan diferensial tersebut dikatakan nonlinier. Turunan tertinggi yang muncul
pada persamaan diferensial disebut orde dari persamaan diferensial tersebut.

Suatu persamaan diferensial linier dan nonlinier dapat diselesaikan menjadi ben-
tuk yang paling sederhana sedemikian sehingga solusinya dapat ditentukan dengan
mudah. Persamaan dengan bentuk yang paling sederhana ini dinamakan bentuk
normal (normal form) dari persamaan diferensial tersebut, sedangkan metode yang
digunakan untuk menyederhanakan persamaan tersebut dinamakan metode bentuk
normal [4]. Pada metode bentuk normal ini, suatu transformasi koordinat dikon-
struksi secara sistematis untuk mendapatkan bentuk normal dari persamaan difer-
ensial.

Dalam paper ini akan dibahas penurunan metode bentuk normal pada per-
samaan diferensial biasa nonlinier orde dua dan secara khusus diterapkan pada
persamaan Rayleigh yang diberikan oleh [4].

1
i+ w?u = e(i — gu?’), (1.1)
dimana wu(t) merepresentasikan penyimpangan getaran benda pada waktu ¢, w
menyatakan frekuensi alami dari getaran benda, dan e merupakan konstanta

redaman yang bernilai kecil (disebut parameter perturbasi). Persamaan Rayleigh
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merupakan persamaan diferensial nonlinier orde dua yang memodelkan gerakan osi-
lator dengan faktor redaman nonlinier. Aplikasinya banyak ditemukan dalam bidang
fisika dan elektromekanik. Persamaan Rayleigh diperkenalkan oleh fisikawan Inggris
yang bernama Lord Rayleigh pada tahun 1917 [2]. Persamaan tersebut memiliki
solusi periodik, yaitu solusi yang merepresentasikan suatu fenomena yang terjadi
secara berulang. Pembahasan pada makalah ini mengeksplorasi kembali kajian pada
referensi [4] dengan menambahkan pembahasan tentang perbandingan solusinya se-
cara numerik.

2. Konstruksi Awal Metode Bentuk Normal

Dalam makalah ini akan dijelaskan konstruksi awal dari metode bentuk normal
pada persamaan diferensial biasa nonlinier orde dua berikut.

i+ w?u = f(u,u), (2.1)

dimana f(u,%) dapat dijabarkan dalam bentuk deret pangkat terhadap u dan .
Persamaan (2.1) dapat diubah ke dalam sistem persamaan diferensial orde satu
dengan memisalkan

x1 = u dan x9 = 4, (2.2)
sehingga diperoleh
Ty = T2,
Ty = f(z1,42) — wiey. (2.3)

Ide utama dari metode bentuk normal adalah dengan memperkenalkan trans-
formasi near-identity

z1 =y + hi(y1,2), (2.4)
xo = Yo + ha(y1,y2), (2.5)

dimana h; = 0 dan hy = 0, kemudian substitusikan ke sistem (2.3) sehingga diper-
oleh persamaan dengan bentuk yang sesederhana mungkin (disebut bentuk normal).

Persamaan (2.4) dan (2.5) disebut transformasi near-identity, karena x;(t) —
y1(t) dan xo(t) — y2(t) bernilai kecil. Dengan menggunakan aturan rantai, turunan
persamaan (2.4) dan (2.5) terhadap ¢ menghasilkan

Ohi(y1,y2) . Ohi(y1,92) .

o 9

=11+ o U1 + oyy 0 (2.6)

. . Oho(y1, . oh , .

To = Y2 + 21 y2)y1 + 21 yQ)yz- (2.7)
8y1 32!2

Ssolusi dari persamaan (2.1) ketika f # 0 ditulis sebagai
u = Be™! + Be ™t (2.8)

dimana B adalah suatu konstanta kompleks dan B adalah kompleks konjugat dari
B. Dari persamaan (2.8), diperoleh

i = iw(Be™" — Be™ ™). (2.9)
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Kemudian dengan memisalkan &(t) = Be'?

jadi

, maka persamaan (2.8) dan (2.9) men-

=€) + (1), (2.10)
i = iwle(t) - ). (2.11)

Penyelesaian dari persamaan (2.10) dan (2.11) untuk ¢ dan ¢ adalah

¢ = % (u - ;u> , (2.12)
£= % (u+ w) : (2.13)

Selanjutnya, turunan pertama dari persamaan (2.12) dapat ditentukan sebagai

berikut:
.1 ;
=2 <u - ;u> .

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.1) ke turunan dari persamaan (2.12),
diperoleh

- 1. i, 1 .
&= iw (u - wu) - Zf(u, ). (2.14)

Dengan menggunakan persamaan (2.10) dan (2.11), maka persamaan (2.14) menjadi

£ =it — o fle + & iw(6 — )] (215)

Untuk selanjutnya akan ditinjau secara khusus persamaan Rayleigh, yaitu untuk
f=e(a— 3i%).

3. Penyelesaian Persamaan Rayleigh dengan Metode Bentuk
Normal

Pandang kembali persamaan Rayleigh
1
i+ wu = ¢ <u— 3u3), (3.1)

dimana € suatu parameter positif yang bernilai kecil. Dari persamaan tersebut,
fungsi perturbednya adalah
1

f=celu— gu?’), (3.2)

dengan menggunakan persamaan (2.15), diperoleh :
S 1 £, 1o £\3
§=iwg+e(E—E+ 50— 9°). (3.3)
Selanjutnya kenakan transformasi near-identity dari £ ke 1 yang berbentuk

§=mn+h(nmn), (3.4)
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sehingga

: oh oh .
=0+ —n+ =7 3.5
E=n+ g0+ 550 (3.5)
dimana h = 0 dan dengan menggunakan persamaan (3.4) dan (3.5), persamaan
(3.3) dapat ditulis menjadi

S — g +'h_%'_%*+l[_*
n=1wn rw 81777 8177] 2677 n
-1 _
+h—h+§w2(n—ﬁ+h—h)3]. (3.6)

Karena suku perturbasi dari persamaan (3.6) bertipe linier dan kubik, maka h dapat
dinyatakan sebagai

h = e(Ain + Aaij + A1n® + Ao + Agnip® + Aaip®) + O(| n* |), (3.7)

lalu A; dipilih sehingga persamaan (3.6) menjadi bentuk normal.
Sebagai langkah pertama, eliminasi 7 dan 7 pada ruas kanan persamaan (3.6).
Hal ini dapat dilakukan dengan iterasi. Untuk aproksimasi pertama dapat dipilih

7 = iwn, (3.8)

sehingga konjugatnya menjadi
i = —iwi. (3.9)
Kemudian persamaan (3.7), (3.8) dan (3.9) disubstitusikan ke ruas kanan persamaan

(3.6) dan kelompokkan suku-sukunya berdasarkan pangkat n dan 7, diperoleh

1 1
ﬁ)ﬁ + gen — iew(2h + giw)’

1 1 1
—§ew2n2ﬁ +iew(2A3 — 52@)77772 +iew(4Ay + giw)ﬁ?’ +-o. (3.10)

7 = iwn + 2iew(As +

Persamaan (3.10) tidak memuat A; dan As, maka suku yang melibatkan en dan
en*n tidak dapat dieliminasi. Suku-suku ini disebut suku resonansi dan oleh sebab
itu tidak dapat dieliminasi dari persamaan (3.10). Kemudian pilih A2, Aq, As, dan
A4 untuk mengeliminasi suku-suku yang melibatkan 7, n%, 7172, dan 73, yaitu

i 1. 1. 1.
Ay = o A = _EW’ As = ZW’ Ay = —ﬂzw. (3.11)
Akibatnya, pada aproksimasi kedua, bentuk yang paling sederhana untuk 7 adalah
. 1 1 55
N = iwn + € — e . (3.12)

Substitusikan persamaan (3.4)-(3.7) ke (2.10)-(2.11) kemudian gunakan (3.11),
maka diperoleh
i

) _ 1.3 3
4w€(n—n)—24EW(n -7°) +

1,
Jiwen® =)+ (3.13)

u=mn+mn+
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dimana 71 diberikan oleh persamaan (3.12). Misalkan solusi untuk 7 diberikan oleh
n=A@t)e™t, 7= A + Aiwe™?, (3.14)

dimana w merupakan frekuensi alami dari sistem dan A merupakan fungsi kom-
pleks terhadap waktu ¢. Substitusikan persamaan (3.14) ke persamaan (3.12), maka
diperoleh

.1 1 _
A= —eA— —w?eA?A. (3.15)
2 2
Selanjutnya substitusikan persamaan (3.14) ke persamaan (3.13), didapatkan

w= Aeit + Ae—iwt 4 ﬁe(Aeiwt _ Ae—iwt) _ iew(A‘ge%“t _ A3e—3iwt) _

iew(%ﬁflem — A%Aem ) 4 (3.16)
Karena A fungsi kompleks, nyatakan A dalam bentuk polar
A=ae’, (3.17)
sehingga
A = ae® + ae'® Bi, (3.18)

dimana a dan 8 adalah fungsi terhadap ¢. Dengan demikian persamaan (3.16) men-
jadi

u = a(2cos(f + wt)) — (Ziuea - iewa?’) 2sin(B + wt)

1
+ﬁewa32 sin(38 + 3wt) + - - - . (3.19)

Substitusikan persamaan (3.17) dan (3.18) ke dalam persamaan (3.15), maka
berlaku

.1 1 _
A= _eA— —weA?A
2 2
s L L3 o
S a+iaf = 50€ — S wWe. (3.20)

Kemudian pisahkan bagian riil dan imajiner pada persamaaan (3.20), maka di-
dapatkan

4= —ae — -a°w”e, (3.21)
B=0. (3.22)

Solusi untuk persamaan (3.22) diberikan oleh § = Cy, dimana C; suatu konstanta.

Selanjutnya perhatikan bahwa persamaan (3.21) merupakan persamaan difer-
ensial nonliner. Namun, dengan menggunakan transformasi a = 1//v, persamaan
(3.21) dapat diubah menjadi persamaan diferensial linier berikut:

0+ ev = wle.
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Dengan mengalikan kedua ruas persamaan di atas dengan faktor integrasi el edt

diperoleh nilai v berikut.
v(t) =e (/wZEeEtdt)

= w? + Che .
Dengan demikian solusi dari persamaan (3.21) - (3.22) diberikan oleh
B = CV17
1

I 3.23
= VG (3.23)

dimana C7 dan Cy suatu konstanta riil sebarang.
Ganti nilai @ dan 8 pada persamaan (3.19) dengan (3.23), maka diperoleh

2 cos(Cy + wt) ( 0.25¢ ew ) )
u = - — = | 2sin(Cy + wt
Vw? + Cre=< Vw2 + Coe=w  4(w? + Che—<t)2 @ )
<€w sin(3C + 3wt3)) 0,
12(w? + Coe—¢t)2

yang merupakan solusi umum dari persamaan Rayleigh (3.1).

(3.24)

4. Perbandingan dengan Solusi Numerik

Solusi dari persamaan Rayleigh yang diperoleh dari metode bentuk normal, yang
diberikan oleh persamaan (3.24) akan dibandingkan dengan solusi numeriknya.
Karena solusi (3.24) muncul dalam bentuk deret, maka solusi numerik akan diband-
ingkan dengan tiga suku pertama dari solusi (3.24), yaitu

_ 2cos(Cy + wt) 0.25¢ €w

T VE i et (Ww T AW 1 Coe )2

ew sin(3C1 + 3wt)
(12(w2 + Che<t)3 > '

Untuk penyelesaian numerik, persamaan Rayleigh (3.1) terlebih dahulu diubah men-
jadi persamaan diferensial orde 1 dengan memisalkan % = p, sehingga diperoleh

) 2sin(Cy + wt) +

(4.1)

U= p,
1
p=c¢€ <u — 3u3> — wu. (4.2)
Sebagai ilustrasi, gunakan nilai-nilai berikut.
€e=001, w=05 6 =0C=1, (4.3)

sehingga pada saat ¢ = 0 diperoleh
u(0) = 0.9605431452, 4(0) = —0.7511557602, (4.4)

yang dapat digunakan sebagai syarat awal dari sistem (3.1).
Selanjutnya sistem (3.1) dengan syarat awal (4.4) diimplementasikan ke rumus
iterasi Runge-Kutta orde 4 dengan ukuran langkah h = 0.1. Hasil solusi numerik
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dan perbandingannya dengan hampiran solusi analitik (4.1) diberikan oleh Gambar
1 (dilakukan dengan Matlab). Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa hampiran
solusi analitik dan solusi numerik untuk nilai-nilai (4.3) menunjukkan kesesuaian
yang sangat baik.

-
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Gambar 1. Perbandingan solusi numerik (biru) dan hampiran solusi analitik (merah) yang diper-
oleh dari metode bentuk normal [persamaan (3.24)] untuk e = 0.01,w = 0.5,C1 =Cy =1
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Gambar 2. Galat dari perbandingan solusi numerik dan solusi analitik yang diperoleh dari metode
bentuk normal persamaan (3.24) untuk ¢ = 0.01,w =0.5,C1 = C2 =1

5. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah dijelaskan konstruksi metode bentuk normal pada persamaan
diferensial biasa nonlinier orde dua dan secara khusus diterapkan pada penyelesaian
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persamaan Rayleigh
.. 2 . 1. 3
i+ w u:e(u—gu ),

dimana e bernilai kecil. Dengan menggunakan metode bentuk normal, diperoleh
solusi umum dari persamaan Rayleigh yang diberikan oleh

~ 2c0s(Cy + wt) 0.25¢ €w
v VIt Coe— <\/w2 T Oretlw 4(w? + Che—ct)
ew sin(3C1 + 3wt)

(12(w2 + Che—<t)3 >

dengan C; dan C5 suatu konstanta sebarang.
Solusi analitik di atas kemudian dibandingkan dengan solusi numerik yang diper-
oleh dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde 4. Hasil perbandingan antara
solusi analitik dan numerik menunjukkan kesesuaian yang sangat baik. Untuk nilai-

nilai yang telah ditentukan berikut e = 0.01,w = 0.5, C = 1, diperoleh galat dalam
orde 15 x 1072,

> 2sin(Cy + wt) +

. (5.1)
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