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Abstrak. Dalam artikel ini akan dikaji masalah realisasi positif stabil asimtotik dari
suatu fungsi transfer yang memuat pole kompleks konjugat. Syarat perlu dan cukup
untuk eksistensi realisasi positif stabil asimtotik disajikan.
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1. Pendahuluan

Diberikan sistem kontrol linier diskrit berikut

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t), (1.1)

dimana A ∈ Rn×n
+ , B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ dan D ∈ Rp×m

+ . Dalam sistem (1.1),

x(t) ∈ Rn menyatakan vektor keadaan (state), u(t) ∈ Rm menyatakan vektor input

(kontrol), y(t) ∈ Rp menyatakan vektor output, dan t ∈ Z+. Sistem (1.1) dikatakan

positif jika x(t) ∈ Rn
+ dan y(t) ∈ Rn

+ untuk setiap kondisi awal x(0) ∈ Rn
+ dan semua

input u(t) ∈ Rm
+ [2, 5]. Dalam [1] dinyatakan bahwa sistem [1.1] adalah positif jika

dan hanya jika A ∈ Rn×n
+ , B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ dan D ∈ Rp×m

+ . Sistem positif

tersebut dikatakan stabil asimtotik jika limt−→∞ x(t) = 0 [2, 5].

Fungsi transfer sistem linier diskrit merupakan perbandingan antara

transformasi-z dari persamaan output dengan transformasi-z dari persamaan input

dengan mengasumsikan syarat awal sama dengan nol [3]. Sehingga, fungsi transfer

sistem (1.1) adalah

T (z) = C[Inz −A]−1B +D. (1.2)

Dari persamaan (1.2) dapat dilihat bahwa jika persamaan (1.1) diketahui, maka

fungsi transfernya dapat ditentukan dengan mudah.

Selanjutnya, misalkan T (z) diberikan. Jika terdapat matriks A ∈ Rn×n
+ ,B ∈

Rn×m
+ , C ∈ Rp×n

+ dan D ∈ Rp×m
+ sedemikian sehingga

T (z) = C[Inz −A]−1B +D, (1.3)
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untuk matriks A ∈ Rn×n
+ ,B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ dan D ∈ Rp×m

+ ini, jika sistem

terkait yaitu

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t),

memberikan x(t)→ 0 bila t→∞ untuk setiap x(0) ∈ Rn
+ maka matriks A, B, C,

dan D tersebut disebut reaisasi positif stabil asimtotik dari T (z).

Diberikan suatu fungsi transfer T (z) orde 3, yakni

T (z) =
b3z

3 + b2z
2 + b1z + b0

z3 + a2z2 + a1z + a0
,

yang memiliki sepasang pole konjugate kompleks dan satu pole riil, yaitu z1 = α,

z2 = α1 + jβ1 dan z3 = α1 − jβ1.

Bagaimanakah syarat yang menjamin agar terdapat matriks

A ∈ Rn×n
+ , B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ , D ∈ Rp×m

+ ,

sedemikian sehingga

T (z) = C[Inz −A]−1B +D, (1.4)

dan sistem kontrol yang terkait, yaitu

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t),

memberikan limt→∞ x(t) = 0 untuk setiap x(0) ∈ Rn
+?

Kajian tentang masalah realisasi positif maupun realisasi positif stabil asim-

totik telah dilakukan oleh berbagai peneliti. Beberapa diantaranya adalah Kitano

dan Maeda [7] yang melaporkan tentang realisasi positif dari sistem kontrol linier

waktu diskrit dengan pendekatan geometri, Kaczorek yang mengkaji tentang real-

isasi positif sistem linier waktu kontinu untuk sistem SISO [6] dan realisasi positif

untuk sistem linier waktu diskrit untuk SISO [5]. Dalam makalah ini akan dikaji

kembali masalah realisasi positif stabil asimtotik dari sistem linier diskrit dengan

pole konjugat kompleks, dimana fungsi transfer berorde 3.

2. Realisasi Positif Stabil Asimtotik dari Fungsi Transfer

Diberikan fungsi transfer sebagai berikut

T (z) =
b3z

3 + b2z
2 + b1z + b0

z3 + a2z2 + a1z + a0
, (2.1)

yang mempunyai sepasang pole konjugat kompleks, dan satu pole riil.

Jika pole-pole dari persamaan (2.1) adalah z1 = α , z2 = α1 + jβ1, dan z3 =

α1 − jβ1, maka bagian penyebut dari (2.1) dapat ditulis menjadi

d3(z) = (z − α)(z − α1 + jβ1)(z − α1 − jβ1)

= z3 + a2z
2 + a1z + a0, (2.2)



Realisasi Positif Stabil Asimtotik Sistem Linier Diskrit Dengan Pole Konjugat Kompleks 29

dimana

a2 = −2α1 − α,
a1 = α2

1 + β2
1 + 2αα1,

a0 = −α(α2
1 + β2

1).

Definisi 2.1. [2, 5] Sistem (1.1) dikatakan positif jika untuk setiap x(0) ∈ Rn
+ dan

untuk setiap u(t) ∈ Rm
+ , t ≥ 0, berlaku x(t) ∈ Rn

+ dan y(t) ∈ Rp
+.

Berdasarkan [3], solusi dari (1.1) diberikan sebagai berikut.

x(t) = Atx(0) +

t−1∑
k=0

At−k−1Bu(k), (2.3)

y(t) = CAtx(0) + C
t−1∑
k=0

At−k−1Bu(k) +Du(t), t = 1, 2, · · · . (2.4)

Definisi 2.2. [2, 5] Sistem (1.1) dikatakan stabil asimtotik jika

lim
t→∞

x(t) = 0 untuk setiap x(0) ∈ Rn
+.

Teorema 2.3. [2, 5] Sistem (1.1) adalah positif jika dan hanya jika

A ∈ Rn×n
+ , B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ , D ∈ Rp×m

+ . (2.5)

Teorema 2.4. [2, 5] Sistem positif (1.1) adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika

semua nilai eigen z1, z2, · · · , zn dari matriks A ∈ Rn×n
+ mempunyai modulo yang

kurang dari 1, yaitu

|zi| < 1 untuk i = 1, 2, . . . , n. (2.6)

Lema 2.5. [1, 9] Diberikan matriks A sebagai berikut

A =

a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∈ R3×3
+ . (2.7)

Matriks A adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika semua koofisien dari polino-

mial

d̄3(w) = d3(w + 1) = w3 + ā2w
2 + ā1w + ā0 (2.8)

dimana

ā2 = 3 + a2,

ā1 = 3 + 2a2 + a1,

ā0 = a0 + a1 + a2 + 1, (2.9)

adalah positif.

Bukti. Matriks A adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika matriks A − I3 ∈
M3s. Selain itu A− I3 ∈M3s jika dan hanya jika koefisien-koefisien dari polinomial

karakteristik adalah positif, yaitu

d̄3(w) = w3 + ā2w
2 + ā1w + ā0 (2.10)
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dimana

det[I3w − (A− I3] = det[I3(w + 1)−A]

= (w + 1)3 + a2(w + 1)2 + a1(w + 1) + a0,

= w3 + ā2w
2 + ā1w + ā0.

dimana

ā2 = 3 + a2,

ā1 = 3 + 2a2 + a1,

ā0 = a0 + a1 + a2 + 1.

Perhatikan matriks berikut.

A1 =

a11 1 a13
0 a22 a23
1 0 a33

 ∈ R3×3
+ .

Polinomial karakteristik dari A1 adalah

det[I3z −A1] =

 z − a11 −1 −a13
0 z − a22 −a23
−1 0 z − a33

 = z3 − a2z2 + a1z + a0, (2.11)

dimana

a2 = (a11 + a22 + a33)

a1 = a11(a22 + a33) + a22a33 − a13, (2.12)

a0 = −a11a22a33) + a22a13 − a23. (2.13)

Jika a0, a2, a1 diketahui dan dengan memilih a11, a22, a33 sedemikian sehingga a11+

a22 + a33 = a2 maka dari persamaan (2.12) diperoleh

a13 = a11(a22 + a33) + a22a33 − a1,
a23 = −a11a22a33) + a22a13 − a23.

Teorema 2.6. Terdapat realisasi positif stabil asimtotik

Āk = PAkP
−1 ∈ Rn×n

+ ,

B̄k = PBk ∈ Rn×1
+ ,

C̄k = CkP
−1 ∈ R1×n

+ ,

D̄k = Dk = [b3] ∈ R+, k = 1, 2. (2.14)

untuk sebarang mariks monomial P ∈ R3×3
+ dimana matriks Ak, Bk, Ck, Dk berben-
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tuk salah satu dari yang berikut

A1 =

a11 1 a13
0 a22 a23
1 0 a33

 ,
B1 =

 b1 + (a11 + a22)b2 − [(a11 + a22)a2 + a1]b3
b0 + a22b1 + a222b2 − (a0 + a222a2 + a22a1)b3

b2 − a2b3

 , (2.15)

C1 =
[

0 0 1
]
, D1 = b3,

atau

A2 = AT
1 , B2 = CT

1 , C2 = BT
1 , D2 = D1 (2.16)

dari fungsi transfer (2.1) jika dan hanya jika

a22 − 3a1 > 0, 2a32 − 9a1a2 − 27a0 > 0, (2.17)

a2 < 0, 3 + a2 > 0, 3 + 2a2 + a1 > 0, a0 + a1 + a2 + 1 > 0, (2.18)

dan

b1 + (a11 + a22)b2 − [(a11 + a22)a2 + a1]b3 ≥ 0,

b0 + a22b1 + a222b2 − (a0 + a222a2 + a22a1)b3 ≥ 0, (2.19)

b2 − a2b3 ≥ 0.

Bukti. Berdasarkan Lema 2.5 dan (2.6), matriks A1 adalah stabil asimtotik jika

dan hanya jika syarat (2.18) terpenuhi.

Pilih a11 = a22 = a33, maka diperoleh

a11 = a22 = a33 = −a2
3
,

a13 = 3(
a22
9

)2 − a1 ≥ 0, atau a22 − 3a1 ≥ 0.

a23 = 2
a2
27
− a1a2

3
− a0 ≥ 0, atau 2a32 − 9a1a2 − 27a0 > 0.

Terdapat a13 > 0 dan a23 > 0 jika dan hanya jika kondisi dari persamaan (2.18)

terpenuhi. Matriks

D1 = lim
z→∞

T (z) = b3 ∈ R1×1
+ (2.20)

jika dan hanya jika b3 > 0.

Fungsi transfer stricly proper mempunyai bentuk

Tsp(z) = T (z)−D1 =
b̄2z

2 + b̄1z + b̄0
z3 + a2z2 + a1z + a0

. (2.21)

Jadi

Tsp(z) = T (z)−D1,

=
b3z

3 + b2z
2 + b1z + b0

z3 + a2z2 + a1z + a0
− lim

z→∞
T (z),

=
b̄2z

2 + b̄1z + b̄0
z3 + a2z2 + a1z + a0

(2.22)



32 Iswan Rina

dimana

b̄2 = b2 − a2b3, b̄1 = b1 − a1b3, b̄0 = b0 − a0b3. (2.23)

Dengan mengasumsikan

C1 =
[

0 0 1
]

diperoleh

Tsp(z) = C1[I3z −A1]−1B1

=
[

0 0 1
]  z 0 0

0 z 0

0 0 z

−
a11 1 a13

0 a22 a23
1 0 a33

−1  b11b12
b13


=
b13z

2[b11 − (a11 + a12)b13]z + b12 − a22b11 + a11a22b13
z3 + a2z2 + a1z + a0

. (2.24)

Dengan membandingkan persamaan (2.20) dengan (2.23), diperoleh

b13 = b̄2 = b2 − a2b3
b11 = b̄1 + (a11 + a22)b13, (2.25)

b12 = b̄0 + a22b11 − a11a22b13
Dari persamaan (2.15) diperoleh bahwa B1 ∈ R3×1

+ jika dan hanya jika kondisi

(2.20) terpenuhi. Berdasarkan matriks (2.14) realisasi positif stabil asimtotik untuk

sebarang matriks monomial P ∈ R3×3
+ jika dan hanya jika matriks dari persamaan

(2.15) adalah realisasi positif stabil asimtotik.
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