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Abstrak. Dalam artikel ini akan dikaji masalah realisasi positif stabil asimtotik dari
suatu fungsi transfer yang memuat pole kompleks konjugat. Syarat perlu dan cukup
untuk eksistensi realisasi positif stabil asimtotik disajikan.
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1. Pendahuluan

Diberikan sistem kontrol linier diskrit berikut

x(t +1) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (1.1)

dimana A € R}™, B € R, C € RE*™ dan D € RY™. Dalam sistem (1.1),
x(t) € R™ menyatakan vektor keadaan (state), u(t) € R™ menyatakan vektor input
(kontrol), y(t) € RP menyatakan vektor output, dan t € Z, . Sistem (1.1) dikatakan
positif jika x(¢) € R} dan y(t) € R’} untuk setiap kondisi awal x(0) € R”} dan semua
input u(t) € R [2,5]. Dalam [1] dinyatakan bahwa sistem [1.1] adalah positif jika
dan hanya jika A € R}*", B € RT*™, C € RE*™ dan D € RE*™. Sistem positif
tersebut dikatakan stabil asimtotik jika lim; . x(t) = 0 [2,5].

Fungsi transfer sistem linier diskrit merupakan perbandingan antara
transformasi-z dari persamaan output dengan transformasi-z dari persamaan input
dengan mengasumsikan syarat awal sama dengan nol [3]. Sehingga, fungsi transfer
sistem (1.1) adalah

T(z)=C[l,z— A"'B+ D. (1.2)

Dari persamaan (1.2) dapat dilihat bahwa jika persamaan (1.1) diketahui, maka
fungsi transfernya dapat ditentukan dengan mudah.

Selanjutnya, misalkan T'(z) diberikan. Jika terdapat matriks A € R} "B €
RY*™, C € RE*™ dan D € RE*™ sedemikian sehingga

T(z)=C[l,z— A"'B+ D, (1.3)
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untuk matriks A € R7*".B € R*™, C € Rﬁxn dan D € Rﬁxm ini, jika sistem
terkait yaitu
x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Ox(t) + Duft),
memberikan x(t) — 0 bila ¢ — oo untuk setiap x(0) € R’} maka matriks A, B, C,

dan D tersebut disebut reaisasi positif stabil asimtotik dari T'(z).
Diberikan suatu fungsi transfer T'(z) orde 3, yakni

b3z® 4+ baz? + b1z + by
T(z) = — 2 ’
22 4+ a9z + a1z + ap

yang memiliki sepasang pole konjugate kompleks dan satu pole riil, yaitu z; = «a,
2y =y + jf1 dan 23 = a1 — jf.
Bagaimanakah syarat yang menjamin agar terdapat matriks

AeRY™ BeRY™, C e RE*" D e RE*™,
sedemikian sehingga
T(z)=C[l,z— A"'B+ D, (1.4)
dan sistem kontrol yang terkait, yaitu

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t),

memberikan lim;_, x(t) = 0 untuk setiap x(0) € R ?

Kajian tentang masalah realisasi positif maupun realisasi positif stabil asim-
totik telah dilakukan oleh berbagai peneliti. Beberapa diantaranya adalah Kitano
dan Maeda [7] yang melaporkan tentang realisasi positif dari sistem kontrol linier
waktu diskrit dengan pendekatan geometri, Kaczorek yang mengkaji tentang real-
isasi positif sistem linier waktu kontinu untuk sistem SISO [6] dan realisasi positif
untuk sistem linier waktu diskrit untuk SISO [5]. Dalam makalah ini akan dikaji
kembali masalah realisasi positif stabil asimtotik dari sistem linier diskrit dengan
pole konjugat kompleks, dimana fungsi transfer berorde 3.

2. Realisasi Positif Stabil Asimtotik dari Fungsi Transfer
Diberikan fungsi transfer sebagai berikut
b323 + boz? + b1z + by
T(z) = — 3 :
22+ a9z + a1z + ap

yang mempunyai sepasang pole konjugat kompleks, dan satu pole riil.
Jika pole-pole dari persamaan (2.1) adalah z1 = a , 20 = a1 + jf1, dan 25 =
a1 — jf1, maka bagian penyebut dari (2.1) dapat ditulis menjadi

(2.1)

d3(2) = (z —a)(z — a1 + jB1)(z — a1 — jf1)
=234+ a92? + a1z + ao, (2.2)
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dimana
as = —20q1 — @,
ay = ot + 7 + 2aay,
ao = —a(o] + f7).
Definisi 2.1. [2,5] Sistem (1.1) dikatakan positif jika untuk setiap x(0) € R’} dan
untuk setiap u(t) € R, t >0, berlaku x(t) € R dan y(t) € RY.
Berdasarkan [3], solusi dari (1.1) diberikan sebagai berikut.

x(t) = A'x(0) + z_: A1 Bu(k), (2.3)
k=0
t—1
y(t) = CA'%(0) + CY A" 'Bu(k) + Du(t), t =1,2,-- . (2.4)
k=0

Definisi 2.2. [2,5] Sistem (1.1) dikatakan stabil asimtotik jika
lim x(t) = 0 untuk setiap x(0) € R’}

t—o0

Teorema 2.3. [2,5] Sistem (1.1) adalah positif jika dan hanya jika
AeRY", BeRY™ C e RE", D e RE*™. (2.5)
Teorema 2.4. [2,5] Sistem positif (1.1) adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika

semua nilai eigen z1, %2, -+, z, dari matriks A € RI*™ mempunyai modulo yang
kurang dari 1, yaitu

lz:| <1 untuki=1,2,...,n. (2.6)
Lema 2.5. [1,9] Diberikan matriks A sebagai berikut
aii @12 413
A= |as as as3 | € Riix:%. (27)
a31 a3z as3

Matriks A adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika semua koofisien dari polino-
maal

ds(w) = d3(w + 1) = w® 4+ axw? + ayw + ao (2.8)
dimana
az = 3+ ag,
a, = 3+ 2as + aq,
aop = ag+ai +as +1, (2.9)

adalah positif.

Bukti. Matriks A adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika matriks A — I3 €
Ms3,. Selain itu A — I3 € M3, jika dan hanya jika koefisien-koefisien dari polinomial
karakteristik adalah positif, yaitu

d3(w) = w® + Gew? + a1w + ap (2.10)
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dimana
det[Izw — (A — I3] = det[I3(w + 1) — A]
= (w+ 12+ ax(w+1)* + a1 (w+ 1) + ag,
= w? + asw? + ayw + ao.
dimana

62:3+a27
a; = 3+ 2a2 + aq,
60:a0+a1+a2+1.

Perhatikan matriks berikut.

air 1 a3
Al = 0 a9 as3z | € Rixj.
1 0 ass

Polinomial karakteristik dari A; adalah

z—ai1 -1 —as
det[I3z — Aq] = 0 z—agp —as | =2°—asz?+a1z+ ao, (2.11)
-1 0 Z — ass

dimana

as = (a1 + a2 + ass)
a1 = a11(ag2 + asz) + azass — ais, (2.12)

ag = —a11022033) + A22013 — A23. (2.13)

Jika ag, az, a1 diketahui dan dengan memilih a11, ase, azs sedemikian sehingga a1 +
aso + ass = ap maka dari persamaan (2.12) diperoleh

a1z = ay1(a22 + asz) + aseass — ai,

a23 —0110226133) + ag2a13 — asos. O

Teorema 2.6. Terdapat realisasi positif stabil asimtotik
Ay = PALP! e R,
By = PBy € R,
C’k = Ckp_l € R}rxn?
Dk =Dy = [bg] eR k=12 (214)

untuk sebarang mariks monomial P € RiX3 dimana matriks Ay, By, Ck, Dy berben-
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tuk salah satu dari yang berikut

[a11 1 a3
Ap=| 0 azag |,
L 1 0 ass
[ b + (a11 + agg)bg - [(au + a22)a2 + al]b;),
B1 = | by + ag9by + a%QbQ — (ao + CL%QCLQ + aggal)b3 , (215)
L by — azbs

C1=[001], D;=b;s,

atau
Ay =AT, By=C!, Cy=B], Dy,=D (2.16)
dari fungsi transfer (2.1) jika dan hanya jika
a3 —3ay >0, 2a3 — 9ajaz — 27ag > 0, (2.17)
as <0, 3+a3 >0, 3+2as+ay >0, ag+ai;+as+1>0, (2.18)

dan
b1 + (a11 + ag2)ba — [(a11 + az)as + a1]bs > 0,
bo + as9b1 + CLngQ — ((10 + a%Qag + aggal)b3 >0, (219)
bg — a2b3 Z 0.

Bukti. Berdasarkan Lema 2.5 dan (2.6), matriks A; adalah stabil asimtotik jika
dan hanya jika syarat (2.18) terpenuhi.
Pilih a1] = a2 = Aa33, maka diperoleh

a2
a1l = Qg2 = a33 = 3
a2
a13 = (52)2 —ap >0, atau a3 — 3a; > 0.
a aLa
93 = 22—; — 13 z_ ap > 0, atau 2ag —9aia9 — 27a¢ > 0.

Terdapat a3 > 0 dan ags > 0 jika dan hanya jika kondisi dari persamaan (2.18)
terpenuhi. Matriks
D; = lim T(z) = by € RY*! (2.20)

2= oo
jika dan hanya jika b3 > 0.
Fungsi transfer stricly proper mempunyai bentuk
b_222 + b_lz + b_o
T, =T(2)—D; = . 2.21
»(2) (2) YT Bt taiz+ag (220

Jadi
Tsp(2) =T(2) — Dy,

b32’3 + 622’2 + blz + bo .
= — lim T'(z),

24+ agz2+a1z+ag e
b2+ bz + by (2.22)
234 a2+ a1z + ag '
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dimana
by = by — asbs, by = by — aybs, by = by — agbs. (2.23)
Dengan mengasumsikan
C;=[001]
diperoleh
Tep(2) = C1[I32 — Ay 7' By
200 an 1 ai3] [bn
=[001][020| —| O ag asxs bia
00z 1 0 as bis

_ b1322[bl1 — (@11 + a12)b13]z + b1z — az2bi1 + a11a22b13
23+ as22 + a1z + ao '

Dengan membandingkan persamaan (2.20) dengan (2.23), diperoleh

(2.24)

bz = 52 = by — azbs
b1 = by + (a11 + az0)bis, (2.25)
b2 = 1_70 + ag2b11 — a11a22013

Dari persamaan (2.15) diperoleh bahwa B; € Riﬂ jika dan hanya jika kondisi
(2.20) terpenuhi. Berdasarkan matriks (2.14) realisasi positif stabil asimtotik untuk
sebarang matriks monomial P € RiXB jika dan hanya jika matriks dari persamaan
(2.15) adalah realisasi positif stabil asimtotik. O
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