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Abstrak. Dalam makalah ini dibahas aplikasi graf dalam bidang ilmu kimia khususnya

senyawa karbon benzenoid. Benzenoid adalah suatu senyawa yang tersusun atas atom

karbon dan atom hidrogen. Benzenoid adalah termasuk dalam senyawa hidrokarbon,
namun dikarenakan bentuknya yang unik maka benzenoid dikelompokkan sebagai suatu

senyawa tersendiri. Graf Benzenoid ini berbentuk segienam beraturan. Titik-titik pada
graf Benzenoid melambangkan atom karbon dan sisi-sisi pada graf Benzenoid melam-
bangkan ikatan antar atom pada senyawa benzenoid. Saturation number pada graf G

adalah kardinalitas matching maksimal terkecil pada G. Pada makalah ini akan diten-
tukan saturation number pada beberapa graf Benzenoid.

Kata Kunci : Benzenoid, matching, matching maksimum, matching maksimal, perfect

matching, saturation number, rantai Benzenoid

1. Pendahuluan

Teori matching adalah cabang dari teori graf yang berkaitan dengan kajian matching

dalam aspek struktural dan aspek pencacahan. Matching adalah himpunan sisi pada

suatu graf yang tidak saling berbagi titik. Perkembangan teori matching ini telah

berpengaruh kuat dan menstimulir aplikasi kimia pada kajian model topological dari

molekul-molekul yang mewakili senyawa konjuget. Adapun model topological yang

dikaji adalah graf Benzenoid. Dalam skripsi ini akan dibahas struktur matching

pada graf Benzenoid. Salah satunya adalah saturation number yang memberikan

suatu informasi yaitu kemungkinan paling buruk kasus ”penyumbatan” pada proses

adsorpsi yang tidak efisien dalam senyawa benzenoid [5].

Suatu matching M pada graf G adalah himpunan sisi dari graf G sedemikian

sehingga tidak ada dua sisi dari M yang saling berbagi titik. Kardinalitas M disebut

sebagai banyaknya sisi dari matching. Suatu titik v disebut M-saturated jika ada

sisi M terkait (incidence) dengan v. Sebaliknya titik u disebut M-unsaturated jika

setiap sisi M tidak terkait dengan u. M adalah perfect matching jika setiap titik di

G adalah M-saturated.

Matching dengan kardinalitas kecil tidak menarik untuk dibahas, karena masing-

masing sisi adalah matching dengan kardinalitas satu, dan himpunan kosong adalah

matching dengan kardinalitas 0. Oleh sebab itu, akan diselidiki kardinalitas match-

ing sebesar mungkin.
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Suatu matching M dikatakan matching maksimum jika tidak ada matching pada

graf G dengan kardinalitas yang lebih besar. Kardinalitas dari sebarang matching

maksimum pada graf G dilambangkan υ(G) dan disebut dengan banyaknya match-

ing dari graf G. Karenanya, masing-masing titik dapat terkait dengan paling banyak

satu sisi dari suatu matching. Ini berarti tidak ada graf dengan n titik mempun-

yai kardinalitas matching lebih dari bn/2c. Jika setiap titik dari G terkait dengan

sisi dari M , matching M tersebut disebut perfect. Perfect matching disebut juga

dengan matching maksimum, namun sebaliknya tidak berlaku. Kajian dari perfect

matching terdapat pada struktur Kekule pada senyawa benzenoid yang mempunyai

sejarah panjang dalam literatur matematika dan kimia [5].

Suatu matching M adalah matching maksimal jika tidak dapat diperluas men-

jadi matching yang lebih besar pada G. Jelas bahwa masing-masing matching mak-

simum juga maksimal, tetapi untuk sebaliknya secara umum tidak benar.

Kardinalitas matching maksimal terkecil pada G disebut sebagai saturation

number pada graf G. Saturation number pada graf G dilambangkan dengan s(G).

Saturation number pada suatu graf G adalah paling sedikit setengah dari kardinal-

itas matching maksimum dari G (υ(G)/2), s(G) ≥ υ(G)/2 [5].

Adapun tujuan dalam makalah ini adalah menentukan saturation number dari

rantai Benzenoid dan mengkaji perilaku saturation number pada rantai Benzenoid

dalam bidang ilmu kimia.

2. Saturation Number pada Graf Benzenoid

2.1. Rantai Benzenoid

Suatu sistem benzenoid adalah gabungan objek geometris yang diperoleh dari

susunan heksagon reguler kongruen pada suatu bidang sehingga dua heksagon

adalah terpisah atau mempunyai sisi bersama [9]. Suatu sistem benzenoid meru-

pakan subhimpunan dengan 1-connected interior dari suatu ubin biasa pada bidang

dengan bentuk segienam beraturan. Pada masing-masing sistem benzenoid, dapat

membentuk suatu graf, dengan mengambil titik dari segienam sebagai titik, dan sisi

dari segienam sebagai sisi graf. Dari definisi sederhana ini, bidang dan graf bipartid

disebut sebagai graf Benzenoid [5].

Setiap permukaan dari suatu graf Benzenoid kecuali permukaan tak terhingga

adalah heksagon. Titik yang terletak pada perbatasan permukaan non-heksagonal

dari graf Benzenoid disebut titik eksternal, sedangkan untuk titik lain, jika ada,

disebut sebagai titik internal. Suatu graf Benzenoid tanpa mempunyai titik inter-

nal disebut sebagai Catacondensed Benzenoid. Sedangkan jika suatu graf Benzenoid

mempunyai titik internal disebut Pericondensed Benzenoid. Jika tidak ada heksagon

pada Catacondensed Benzenoid yang berbatasan dengan tiga heksagon lainnya, ini

disebut sebagai suatu rantai (chain). Pada masing-masing rantai Benzenoid, ter-

dapat tepat dua heksagon yang berbatasan dengan heksagon satu sama lainnya,

kedua heksagon itu disebut sebagai terminal, sedangkan heksagon lain disebut se-

bagai interior. Jumlah heksagon dari suatu rantai Benzenoid disebut panjang [5].

Suatu heksagon interior disebut straight jika dua sisinya saling berbagi dengan

heksagon lain secara paralel, dan sebaliknya. Jika suatu heksagon yang sisi-sisi
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berbaginya tidak paralel, maka heksagon tersebut dikatakan kinky. Jika seluruh h−2

heksagon interior dari suatu rantai Benzenoid dengan h heksagon maka dikatakan

dengan straight, maka rantai ini dikatakan dengan polyacene, ditulis Ah. Jika setiap

heksagon adalah kinky, maka rantai tersebut dikatakan polyphenancene, ditulis Zh.

Oleh karena itu, jumlah perfect matching pada Zh sama dengan bilangan Fibonacci

ke h+ 2, yaitu F(h+2), polyphenancene juga disebut sebagai fibonacenes [5].

Perhatikan beberapa contoh graf Benzenoid pada Gambar 1. Keempat gam-

bar tersebut merupakan suatu sistem benzenoid karena masing-masingnya adalah

gabungan objek geometris yang diperoleh dari susunan heksagon reguler kongruen

pada suatu bidang yang mempunyai sisi bersama. Gambar 1 pada bagian (A) mem-

punyai titik yang terletak pada perbatasan permukaan non-heksagonal yaitu titik

eksternal dan titik yang terletak pada perbatasan permukaan heksagonal yaitu titik

internal, sehingga disebut sebagai Pericondensed Benzenoid.

Gambar 1 pada bagian (B), (C) dan (D) hanya mempunyai titik eksternal,

sehingga disebut sebagai Catacondensed Benzenoid. Selanjutnya Gambar 1 pada

bagian (C) dan (D) disebut rantai karena tidak ada heksagon yang berbatasan den-

gan tiga heksagon lainnya. Heksagon straight terdapat pada Gambar 1 bagian (C)

karena ada heksagon interior yang memiliki sisi berbagi saling paralel. Sedangkan

heksagon kinky terdapat pada gambar (D) yang sisi-sisi berbagi graf Benzenoid

tidak paralel. Jelas bahwa rantai polyacene ditunjukkan pada Gambar 1 bagian

(C), disimbolkan sebagai A5 yaitu rantai polyacene dengan 5 heksagon. Sebaliknya

rantai polyphenancene ditunjukkan pada Gambar 1 bagian (D), disimbolkan sebagai

Z6 yaitu rantai polyphenancene dengan 6 heksagon.

Gambar 1. Beberapa contoh graf Benzenoid

2.2. Penentuan Saturation Number pada Graf Benzenoid

Proposisi-proposisi berikut memberikan informasi saturation number pada rantai

Benzenoid.
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Proposisi 2.1. [5] Misalkan Bh adalah suatu rantai Benzenoid dengan h heksagon,

maka s(Bh) ≥ h+ 1.

Bukti. Jelas bahwa rantai dari Bh mempunyai titik sebanyak 4h + 2. Karena Bh

mempunyai perfect matching, jumlah matching ini adalah 2h + 1. Oleh karena itu

s(G) ≥ (2h+ 1)/2 dan karena s(G) bilangan bulat, maka s(G) ≥ h+ 1.

Proposisi 2.2. [5] s(Bh) + 1 ≤ s(Bh+1) ≤ s(Bh) + 2.

Bukti. Misalkan s(Bh+1) ≤ s(Bh) dan M adalah matching maksimal pada

Bh+1 dengan kardinalitas s(Bh+1). Misal diberikan label heksagon Bh+1 adalah

H1, H2, · · · , Hh+1, maka Hh+1 memuat paling sedikit satu sisi di M sedemikian

sehingga tidak ada titik-titik ujungnya yang saling terkait dengan sisi di Hh. Misal

sisi e = uv. M − e matching maksimal pada Bh+1 \ {e} = Bh+1 \ {uv}. Jika setiap

sisi M − e juga sisi di Bh, maka diperoleh matching maksimal di Bh dengan kar-

dinalitas kurang dari s(Bh) adalah kontradiksi. Oleh karena itu, harus ada suatu

sisi e′ di M − e dengan satu titik ujung (sebut u′) pada Bh dan titik lain (sebut

v′) pada Bh+1 \Bh. Hapus e′. Jika sisanya adalah matching maksimal di Bh, maka

terdapat kontradiksi. Jika menghapus e′, tersisa pasangan titik unsaturated berte-

tangga {u′, w′} di Bh dengan unsaturating u′. Selanjutnya perluas M−e−e′ dengan

u′w′. Matching maksimal di Bh dengan kardinalitasnya kurang dari s(Bh), lagi-lagi

merupakan kontradiksi. Oleh karena itu s(Bh+1) > s(Bh), sehingga paling sedikit

s(Bh+1) ≥ s(Bh) + 1.

Proposisi 2.3. [5] s(Bh) = h+ 1 jika dan hanya jika Bh = Ah.

Bukti. (⇐) Setiap sisi titik Ah membentuk matching maksimal dengan s(Ah) ≤
h + 1. Dengan menggunakan Proposisi 2.1, karena s(Ah) ≥ h+ 1, maka diperoleh

s(Ah) = h+ 1.

(⇒) Misalkan s(Bh) = h + 1. Terdapat 4h + 2 titik pada Bh dan 2h + 2 titik

adalah saturated dengan kardinalitas matching maksimal M adalah h+1. Sehingga

menyisakan 2h titik terkait dengan 4h sisi yang tidak dalam M . Karena tidak ada

titik berderajat satu, masing-masing titik unsaturated harus terkait dengan tepat

dua sisi bukan M . Selanjutnya tidak ada heksagon yang tidak membuat tiga titik

unsaturated. Oleh karena itu tiap heksagon memuat dua titik unsaturated berderajat

2 yang tidak bertetangga. Hal ini hanya dimungkinkan untuk Ah.

Proposisi 2.4. [5] s(Bh,1) = h+ 2.

Bukti. Rantai Benzenoid Bh,1 mempunyai k+m heksagon. Matching M memuat

k+m− 1 sisi yang saling berbagi, satu sisi pararel dengan sisi yang saling berbagi

pada masing-masing heksagon terminal , dan satu sisi yang terhubung dengan dua

titik berderajat 2 pada heksagon kinky. Jumlah sisi-sisi tersebut jelas maksimal.

Oleh karena itu s(Bh,1) ≤ k +m+ 2. Dengan menggunakan Proposisi 2.2, s(Bh,1)

harus melebihi s(Ah) = k + m + 1, yaitu s(Bh,1) ≥ k + m + 2 = h + 2. Jadi,

s(Bh,1) = k +m+ 2 = h+ 2.
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Proposisi 2.5. [5] Misal Bh,k adalah Rantai Benzenoid dengan panjang h dengan

k heksagon kinky sedemikian sehingga tidak ada dua heksagon kinky yang berte-

tangga. Maka s(Bh,k) = h+ k + 1.

Bukti. Proposisi 2.4 adalah peluasan kasus dari Proposisi 2.3. Karena s(Bh,1) =

h + 2, dan Bh,1 memuat satu heksagon kinky, maka s(Bh,1) dapat ditulis dalam

bentuk lain yaitu s(Bh,1) = (h+ 1) + 1. Akibatnya Bh,k yang memuat k heksagon

kinky sedemikian sehingga tidak ada dua heksagon yang bertetangga mempunyai

s(Bh,k) = h+ k + 1.

Proposisi 2.6. [5] Misal Zh adalah fibbonacene dengan panjang h. Maka s(Zh) =

b 4h3 c+ 1.

Bukti. Berdasarkan Proposisi 2.2, tidak ada matching maksimal yang kardinalitas-

nya 4 pada Z3. Oleh karena itu untuk sebarang tiga heksagon kinky yang berurutan

dalam suatu rantai mempunyai paling sedikit 4 saturation numbernya. Disisi lain,

dua heksagon kinky yang berurutan dapat selalu ditambahkan ke Bh pada satu

sisi di masing-masing heksagon kinky. Ini menunjukkan bahwa tiga heksagon kinky

yang berurutan tidak mengharuskan lebih dari 4 sisi yang baru. Formula eksak

mengikuti pencocokan bentuk umum saturation number pada fibonacene pendek.

3. Kesimpulan

Pada makalah ini telah ditentukan saturation number pada rantai Benzenoid serta

telah dikaji perilaku saturation number pada beberapa bentuk rantai Benzenoid.
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