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Abstrak. Pada tulisan ini akan dibahas beberapa sifat dari subgrup fuzzy. Untuk itu,
diperlukan konsep-konsep tentang grup, subgrup, himpunan fuzzy, dan subgrup fuzzy.
Diberikan G adalah grup, pemetaan p : G — [0,1] disebut himpunan fuzzy dari G.
Selanjutnya didefinisikan bahwa p subgrup fuzzy dan dibuktikan beberapa sifat dari
subgrup fuzzy tersebut seperti subgrup fuzzy normal, normalizer fuzzy, serta syarat perlu
dan syarat cukup agar p adalah subgrup fuzzy normal dari G.

Kata Kunci: Grup, subgrup, himpunan fuzzy, subgrup fuzzy, subgrup fuzzy normal,
normalizer

1. Pendahuluan

Himpunan fuzzy pertama kali diperkenalkan pada tahun 1965 oleh L.A. Zadeh.
Zadeh mendefinisikan suatu himpunan fuzzy g dalam X dengan fungsi keanggotaan
fu(z), dimana nilai keanggotaan dari elemen-elemennya adalah bilangan riil dalam
interval [0,1] [5]. Konsep himpunan fuzzy yang terus berkembang, mendorong para
peneliti untuk terus mengembangkan dan menganalisa himpunan fuzzy baik secara
teoritis maupun aplikasi. Salah satunya adalah teori tentang subgrup fuzzy.
Subgrup adalah suatu subhimpunan tak kosong H dari grup G, dimana H
membentuk operasi biner yang sama pada grup G [1]. Misalkan didefinisikan G
adalah grup, suatu subhimpunan fuzzy p dari G disebut subgrup fuzzy dari G jika
memenuhi u(zy) > min {u(z), u(y)} dan p(z=t) = p(x), untuk setiap =,y € G.
Himpunan fuzzy, subgrup dan subgrup fuzzy tersebut merupakan konsep dasar
pada tulisan ini, sehingga dari konsep-konsep tersebut Penulis akan membahas be-
berapa sifat dari subgrup fuzzy yang merupakan kajian kembali makalah [3].

2. Subhimpunan Fuzzy

Definisi 2.1. [2] Misalkan X adalah himpunan tak kosong. Suatu himpunan (sub-
himpunan) fuzzy p dari X adalah fungsi p : X — [0,1].

Definisi 2.2. [2] Gabungan dari dua himpunan fuzzy X dan p dari himpunan X
yang didefinisikan oleh \Up adalah subhimpunan fuzzy dari X, didefinisikan sebagai
AU p)(z) = max{\(z), u(z)}, untuk setiap v € X. Irisan dari dua himpunan
(subhimpunan) fuzzy A dan p dari X, ditulis A0 p, adalah subhimpunan fuzzy dari
X didefinisikan sebagai (AN p)(z) = min{A(z), p(x)}, untuk setiap x € X.
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3. Beberapa Sifat dari Subgrup Fuzzy
Pada bagian ini, akan dibahas beberapa sifat dari subgrup fuzzy.

Definisi 3.1. [2] Misalkan G adalah suatu grup. Suatu subhimpunan fuzzy p dari
G disebut subgrup fuzzy dari G jika memenuhi:

(1) plzy) > min{u(x), u(y)}, untuk setiap x,y € G.
(2) p(z=t) = u(x), untuk setiap = € G.

Contoh 3.2. Diketahui bahwa Z5 — {0} adalah grup terhadap perkalian. Didefini-
sikan p : Z5 — {0} — [0, 1], dengan:

r=1

plr)=40,25 ,2=273

0,5 ,x=4

Akan ditunjukkan bahwa g subgrup fuzzy atas grup Zs — {0}. Karena p adalah

suatu fungsi dimana u(z) € [0, 1], untuk setiap € Zs — {0}, maka p merupakan
subhimpunan fuzzy atas grup Zs — {0}.

Selanjutnya akan diselidiki apakah p merupakan subgrup fuzzy atas grup Zs —

{0}. Perhatikan Tabel 1 - Tabel 3.

Tabel 1. Tabel Cayley dari Zs — {0} terhadap perkalian

ol =] ol ol
DO | =] ol ol
=1 ROl ol

= Wl Nl =
] ol DN |

Berdasarkan Tabel 2, diperoleh p(xy) > min {u(z), u(y)}, untuk setiap z,y €
Zs — {0}, dan dari Tabel 3 diperoleh u(z~!) = p(x), untuk setiap = € Zs — {0}.
Karena itu p merupakan subgrup fuzzy atas grup Zs — {0}.

Definisi 3.3. [4] Misalkan p subgrup fuzzy dari grup G. Untuk a € G, koset kiri
(atau kanan) fuzzy ap (atau pa) dari G oleh a dan p didefinisikan sebagai (ap)(z) =
wla™tz) (atau (pa)(z) = p(ra=t)) untuk setiap x € G.

Koset kiri dan koset kanan fuzzy dikatakan sama (ap = pa) jika untuk setiap
x € G, berlaku (ap)(z) = (pa)(z).

Contoh 3.4. Diketahui bahwa Z5 — {0} adalah grup terhadap perkalian. Didefini-
sikan p: Z5 — {0} — [0, 1], dengan:

=1
pz) =10,25 =23
=141
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Tabel 2. Operasi subhimpunan fuzzy p

ey | ay | p@) | py) | pley) | min{p(@), my)}
T[T 1] 1 1 1 1
T|2/2 | 1 |025] 02 0,25
T3]3 ] 1 [025] 025 0,25
114 4 1 0,5 0,5 0,5
2|72 02| 1 | 02 0,25
2022|0202 | 05 0,25
23|71 ]02 02| 1 0,25
2023025 05 | 025 0,25
3T 3]025] 1 | 025 0,25
31271 ]025 (02| 1 0,25
3034025025 | 05 0,25
3122025 05 | 025 0,25
2|12 |05 ] 1 | 05 0,5
(23] 05025 025 0,25
I(3]2] 05025 025 0,25
2|41 |05 |05 1 0,5

Tabel 3. Invers subhimpunan fuzzy p

x| a7t | px) | ph)
1 1 1 1

20 3 02| 025
31 2 o025 025
Il 1|05 05

Dari Contoh 3.2, diperoleh bahwa p subgrup fuzzy. Koset kiri fuzzy ap dihitung
dan diberikan oleh:

untuk a = 2.
Definisi 3.5. [2] Misalkan p subgrup fuzzy dari grup G. Maka untuk sebarang a,b €
G, koset tengah fuzzy aub dari grup G didefinisikan sebagai (aub)(x) = pla=taxb=1),

untuk setiap x € G.

Contoh 3.6. Diketahui bahwa Z5 — {0} adalah grup terhadap perkalian. Didefini-
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sikan p : Z5 — {0} — [0, 1], dengan:

r=1
plr)=40,25 ,2=273
0,5 ,x=4

Dari Contoh 3.2, diperoleh bahwa p subgrup fuzzy. Koset tengah fuzzy aub
dihitung dan diberikan oleh:

r=2
(apb)(z) =10,25 ,x=1,4
x=3

untuk @ =4 dan b = 3.

Proposisi 3.7. [3] Misalkan p subhimpunan fuzzy dari G, maka persamaan berikut
ekivalen untuk setiap a,z € G.

(1) plaza™") = p(z).
(2) ulaza™") = p(z).
(3) wlaz) = p(za).
(4) ap = pa.

(5) apa=t = p.

Bukti. Misalkan p subhimpunan fuzzy dari G, maka p subgrup fuzzy dari G (Defi-
nisi 3.1).
(1—2) Misal p(ara™t) > p(x), untuk setiap a,z € G.
Akan ditunjukkan p(aza=!) = p(x).
Karena p(axa™') > p(x), maka jelas p(ara™') = p(x).
(2—3) Misal p(aza™t) = p(x), untuk setiap a,r € G. Akan ditunjukkan
ulaz) = p(wa).
Perhatikan bahwa:

Jadi p(ax) = p(xa), untuk setiap a,z € G.

(3—4) Misal p(ax) = p(za), untuk setiap a,x € G. Akan ditunjukkan ap = pa,
yaitu dengan menunjukkan (ap)(z) = (pa)(x), untuk setiap = € G.
Perhatikan bahwa:

(ap)(z) = pla™ ')
= p(za™?)

= (pa)(@).

Jadi (ap)(z) = (pa)(x), untuk setiap z € G.
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(4—5) Misal ap = pa. Akan ditunjukkan apa=!

(apa=1)(z) = p(x), untuk setiap = € G.
Perhatikan bahwa:

(apa™")(z) =

= p yaitu dengan menunjukkan

Jadi (apa=1)(x) = pu(z), untuk setiap = € G.

(5—1) Misal aua=! = p. Akan ditunjukkan pu(aza=t) > u(z).
Diketahui apa=! = p. Andaikan p(ara™t) < u(z).
Perhatikan bahwa

A

plaza™)

a Y(ara™")a)

a Yaza ) (a™H)™h)

pa (aza™t).

(
(
((a™"a)z(a™"a))
(
(

| Il
T = E E E

I
R

1 sehingga haruslah

Ini berarti p < apa=t. Kontradiksi dengan pu = apa™
plaza=t) > ().
Jadi p(aza=t) > u(z), untuk setiap a,z € G. O

Proposisi 3.8. [3] Jika p subgrup fuzzy dari grup G, maka gug™' juga subgrup
fuzzy dari grup G, untuk setiap g € G.

Bukti. Misal g subgrup fuzzy dari grup G dan g € G. Akan ditunjukkan gug—!
juga subgrup fuzzy dari grup G, yaitu dengan menunjukkan:

-1 1

(1) gug™*(xy) = min {gug~"(z),gug~" (y) }, untuk setiap z,y € G.
(2) gug=t(x7) = gug~t(x), untuk setiap x € G.

(1) Ambil z,y € G, maka

-1

gz g™ H™h

gy (zy) = (g™ (
p(g~ (xy)g)
(g (

( 1

g (x99 'y)9)
(9 29) (9 " yg))

min {u gt

min {gug

v

x9),1(g " yg)}

@), 919 ()}
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(2) Ambil z € G, maka

Dari (1) dan (2), diperoleh bahwa gug~! juga subgrup fuzzy dari grup G. O

Definisi 3.9. [2] Misalkan G grup, subgrup fuzzy p dari G disebut normal jika

w(x) = ply~tay), untuk setiap v,y € G.

Proposisi 3.10. [5] Irisan sebarang dua subgrup fuzzy normal dari grup G juga
subgrup fuzzy normal dari grup G.

Bukti. Misal A dan g dua subgrup fuzzy normal dari grup G. Akan ditunjukkan
AN p subgrup fuzzy normal dari G, yaitu dengan menunjukkan:

(1) AN p subgrup fuzzy.
(2) AN p)(z) = (AN p)(y~tay), untuk setiap =,y € G.
(1) Akan ditunjukkan A N u subgrup fuzzy.

(i) Ambil z,y € G, maka

(AN p)(zy) = min{A(zy), p(zy)}

) A(y)}, min{p(x), pu(y)}}
)s (@)}, min{A(y), pu(y) }}
= min{(A N p)(x), (AN p)(y)}-

> min{min{A(z

(
= min{min{A(z
)

(ii) Ambil z € G, maka
(AN u)(e™") = min{A(z™1), u(2~ 1)}
= min{A(z), u(2)}
— (@),

Dari (i) dan (ii), diperoleh bahwa A N u subgrup fuzzy.
(2) Akan ditunjukkan subgrup fuzzy A N p adalah normal. Ambil € G, maka

(AN p)(x) = min{A(z), u(x)}
Yzy), w(y ey}
= ANy y).

Dari (1) dan (2), diperoleh bahwa A N p subgrup fuzzy normal. |

= min{\(y~

Definisi 3.11. [6] Misalkan G suatu grup dan p subgrup fuzzy dari G. Misalkan
N(p) = {a€G|u(aza™t) = u(x), untuk setiap x€G}, maka N(u) disebut normalizer
fuzzy dari .
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Proposisi 3.12. [3] Normalizer fuzzy dari pn dengan p subgrup fuzzy dari G adalah
subgrup dari G.

Bukti. Misal u subgrup fuzzy dari grup G. N(p) = {a€G|u(aza™") = p(z), untuk
setiap x€G} adalah normalizer dari p . Akan ditunjukkan N(p) subgrup dari G
yaitu dengan menunjukkan:

(1) N(u) C G dan N(u) # 0.

(2) Untuk setiap m,n € N(u), berlaku mn € N(u).
(3) Untuk setiap m € N(u), berlaku m~! € N(p).
(

~— o — —

1) Berdasarkan definisi N(u) jelas bahwa N(u) C G.

Selanjutnya, karena G grup, maka terdapat e € G sehingga

plexe™) = p((ex)e™)
= p(x).

Karena e € G dan p(ewe™!) = u(z), untuk setiap x € G, maka e € N(p),
sehingga N (p) # 0.
(2) Misal m,n € N(u).
Karena m € N (i), maka m € G dan u(maxm=1) = p(x), untuk setiap = € G.
Karena n € N(u), maka n € G dan pu(nzn=!) = u(z), untuk setiap = € G.
Akan ditunjukkan mn € N (u), yaitu mn € G dan pu((mn)z(mn)™1) = p(x).
Perhatikan bahwa:

Ini berarti mn € N(u).

(3) Misal m € N(u).
Karena m € N(u), maka m € G dan p(mam™1) = u(z), untuk setiap = € G.
Akan ditunjukkan m~! € N(u), yaitum=! € G dan p(m~tz((m)=1)~1) = p(x).
Perhatikan bahwa:

p(m™ e ((m)™) ™) =

Ini berarti m~! € N(u).

Dari (1), (2), dan (3), diperoleh bahwa N(u) subgrup dari G. O
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Akibat 3.13. u subgrup fuzzy normal dari G jika dan hanya jika N(u) = G.

Bukti.

(=) Misal p subgrup fuzzy normal dari G. Akan ditunjukkan N(u) = G, yaitu

dengan menunjukkan:

1) N(u) C G.
2) G C N(u).

)
1) Berdasarkan definisi N(u) jelas bahwa N(u) C G.
2) Misal z € G. Akan ditunjukkan z € N(u).
Karena z € G dan u subgrup fuzzy normal dari G, maka u(z) = u(z~txz),
untuk setiap z, 2 € G. Berarti untuk z € G berlaku u(z) = p(z~'zz), untuk
setiap # € G. Dengan perkataan lain z € N(u).
Oleh karena itu G C N(u)

Dari (1) dan (2) diperoleh bahwa N(u) = G.

(
(
(
(

(<) Misal N(u) = G. Akan ditunjukkan p subgrup fuzzy normal dari G.

4.

Karena N(u) = {a€G|u(aza™) = p(x), untuk setiap z€G}, maka jelas bahwa
wlara=t) = pu(z), untuk a € G dan z € G. Ini berarti p adalah subgrup fuzzy
normal. O
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