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Abstrak. Pada tulisan ini akan dibahas tingkatan subgrup pada subhimpunan fuzzy.

Untuk ini diperlukan konsep-konsep tentang subgrup, subhimpunan fuzzy, dan subgrup

fuzzy. Misalkan G adalah grup dan µ adalah subhimpunan fuzzy dari G dan misal µt
adalah tingkatan subhimpunan dari subhimpunan fuzzy µ untuk setiap t ∈ [0,1] dengan

t ≤ µ (e), maka µt adalah subgrup dari G jika dan hanya jika µ adalah subgrup fuzzy

dari G.

Kata Kunci : Tingkatan subgrup, subhimpunan fuzzy, subgrup, subgrup fuzzy, dan

tingkatan subhimpunan dari subhimpunan fuzzy

1. Pendahuluan

Grup fuzzy didefinisikan sebagai (G,R) dengan G adalah himpunan tak kosong dan

R adalah operasi biner fuzzy pada G yang memenuhi beberapa aksioma-aksioma

tertentu [6]. Suatu subgrup fuzzy didefinisikan sebagai suatu subhimpunan fuzzy

yang memenuhi dua aksioma [1]. Selanjutnya, tingkatan subgrup (µt) adalah suatu

himpunan yang elemen-elemennya dipetakan oleh µ ke t dengan t ∈ [0,1][1]. Sedan-

gkan subhimpunan fuzzy itu sendiri adalah suatu fungsi yang memetakan suatu

himpunan tak kosong ke interval [0,1][1].

Lema 1.1. [2] Misalkan G adalah grup, H ⊂ G dan H 6= ∅. Himpunan H adalah

subgrup dari G jika dan hanya jika:

(1) Untuk setiap a, b ∈ H, maka ab ∈ H.

(2) Untuk setiap a ∈ H, maka a−1 ∈ H.

Definisi 1.2. [5] Misalkan E suatu himpunan sederhana dan A ⊂ E. Pengertian

keanggotaan ini dapat dinyatakan melalui konsep fungsi karakteristik µA, dengan:

µA(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x 6∈ A.

2. Subgrup Fuzzy dan Tingkatan Subhimpunan dari Subhimpunan

Fuzzy

Definisi 2.1. [1] Misalkan X suatu himpunan tak kosong. Suatu subhimpunan fuzzy

µ dari X adalah fungsi µ : X → [0, 1].
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Contoh 2.2. Misalkan himpunan X = {a, b, c, d, e} dan himpunan A = {a, b, e}.
Misalkan µ : X → [0, 1]. Akan ditentukan subhimpunan fuzzy µ dari X dengan

µA(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x 6∈ A.

Perhatikan bahwa µA(a) = 1, µA(b) = 1, µA(c) = 0, µA(d) = 0, dan µA(e) = 1.

Dari definisi sebelumnya diperoleh bahwa µ merupakan subhimpunan fuzzy dari X.

Definisi 2.3. [1] Misalkan G adalah sebuah grup. Subhimpunan fuzzy µ dikatakan

subgrup fuzzy dari G jika:

(1) µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)},
(2) µ(x−1) ≥ µ(x),

untuk setiap x, y ∈ G.

Contoh 2.4. Diketahui himpunan G = {a, b, c, d} adalah suatu grup. Misalkan

µ : G → [0, 1] sedemikian sehingga µ(a) = 0, 8, µ(b) = 0, 5; µ(c) = 0, 7; dan

µ(d) = 0, 5 adalah subhimpunan fuzzy dari G. Akan ditunjukkan subhimpunan

fuzzy µ adalah subgrup fuzzy dari G, dengan G×G ∈ G. Misalkan G = {a, b, c, d}
adalah suatu grup, maka G×G adalah seperti pada Gambar 1 berikut.

Gambar 1. G×G

Berdasarkan tabel pada Gambar 1 diperoleh:

µ(ab) ≥ min{µ(a), µ(b)},
µ(b) ≥ min{0, 8; 0, 5},
0, 5 ≥ 0, 5.

µ(a−1) ≥ µ(a),

µ(a) ≥ µ(a),

0, 8 ≥ 0, 8.

µ(bc) ≥ min{µ(b), µ(c)},
µ(d) ≥ min{0, 5; 0, 7},
0, 5 ≥ 0, 5.

µ(b−1) ≥ µ(b),

µ(d) ≥ µ(b),

0, 5 ≥ 0, 5.
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µ(cd) ≥ min{µ(c), µ(d)},
µ(b) ≥ min{0, 7; 0, 5},
0, 5 ≥ 0, 5.

µ(c−1) ≥ µ(c),

µ(c) ≥ µ(c),

0, 7 ≥ 0, 7.

µ(da) ≥ min{µ(d), µ(a)},
µ(d) ≥ min{0, 5; 0, 8},
0, 5 ≥ 0, 5.

µ(d−1) ≥ µ(d),

µ(b) ≥ µ(d),

0, 5 ≥ 0, 5.

Begitu seterusnya, sehingga dapat dikatakan bahwa subhimpunan fuzzy µ adalah

subgrup fuzzy dari G, dengan G×G ∈ G.

Definisi 2.5. [1] Misalkan µ subhimpunan fuzzy dari X. Himpunan µt = {x ∈
X|µ(x) ≥ t} untuk t ∈ [0, 1], adalah tingkatan subhimpunan dari subhimpunan

fuzzy µ.

Contoh 2.6. Diketahui himpunan G = {a, b, c, d, e} adalah sebuah grup. Misalkan

µ : G → [0, 1] sedemikian sehingga µ(a) = 1; µ(b) = 0, 5; µ(c) = 0, 7; µ(d) = 0, 5;

dan µ(e) = 0, 8 adalah subhimpunan fuzzy dari G. Akan ditentukan tingkatan

subhimpunan dari subhimpunan fuzzy µ dengan t = 0, 5. Misalkan himpunan µt

adalah tingkatan subhimpunan dari subhimpunan fuzzy µ. Karena t = 0, 5 maka

µ(a) ≥ t, µ(b) ≥ t, µ(c) ≥ t, µ(d) ≥ t, dan µ(e) ≥ t. Sehingga µt = {a, b, c, d, e}.

Teorema 2.7. [1] Misalkan G adalah grup dan µ adalah subgrup fuzzy dari G,

maka tingkatan subhimpunan µt untuk t ∈ [0, 1], t ≤ µ(e), adalah subgrup dari G,

dengan e adalah identitas di G.

Bukti. Akan dibuktikan µt adalah subgrup dari G, yaitu:

(1) µt ⊂ G dan µt 6= ∅.
(2) ∀x, y ∈ µt, berlaku xy ∈ µt.

(3) ∀x ∈ µt, berlaku x−1 ∈ µt.

Misalkan G grup dan µ subgrup fuzzy dari G, sehingga: µt = {x ∈ G|µ(x) ≥ t}
dengan t ∈ [0, 1], dan µ(e) ≥ t.

(1) Akan dibuktikan µt ⊂ G (yaitu x ∈ µt ⇒ x ∈ G) dan µt 6= ∅.
Misalkan x ∈ µt, maka µ(x) ≥ t dan x ∈ G. Maka jelas terbukti bahwa x ∈ G.

Lalu karena G grup, maka terdapat e ∈ G, dan diketahui juga bahwa µ(e) ≥ t,
sehingga terdapat e ∈ µt. Maka terbukti bahwa µt 6= ∅.
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(2) Akan dibuktikan jika ∀ x, y ∈ µt maka xy ∈ µt.

Misalkan x, y ∈ µt, maka µ(x) ≥ t dan x ∈ X, dan µ(y) ≥ t dan y ∈ X. Karena

µ subgrup fuzzy dari G, maka berlaku

µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)}
≥ min{t, t}
≥ t.

Karena µ(xy) ≥ t, sehingga terbukti bahwa xy ∈ µt.

(3) Akan dibuktikan jika ∀ x ∈ µt maka x−1 ∈ µt.

Misal x ∈ µt, maka µ(x) ≥ t dan x ∈ G. Diketahui µ (x−1) ≥ µ(x). Namun

µ(x) ≥ t, sehingga diperoleh µ (x−1) ≥ t.
Karena µ (x−1) ≥ t, maka terbukti bahwa x−1 ∈ µt.

Teorema 2.8. [1] Misalkan G adalah grup dan µ adalah subhimpunan fuzzy dari

G. Jika µt adalah subgrup dari G, dan untuk setiap t ∈ [0,1], maka µ adalah subgrup

fuzzy dari G.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa µ adalah subgrup fuzzy dari G, yaitu untuk setiap

x, y ∈ G berlaku:

(1) µ (xy) ≥ min {µ(x), µ(y)}
(2) µ(x−1) ≥ µ(x).

Diketahui x, y ∈ G dan µt subgrup dari G.

(1) Akan dibuktikan µ(xy) ≥ min {µ(x), µ(y)}.
Misalkan µ(x) = t1, berarti x ∈ µt1 , dan µ(y) = t2, berarti y ∈ µt2 . Misal

diasumsikan t1 < t2, sehingga diperoleh µt2 ⊂ µt1 . Karena y ∈ µt2 dan µt2 ⊂
µt1 , maka y ∈ µt1 . Diketahui x, y ∈ µt1 dan µt1 subgrup dari G, maka berlaku

xy ∈ µt1 . Dengan demikian diperoleh:

xy ∈ µt1 ⇒ µ(xy) ≥ t1
µ(xy) ≥ min{t1, t2} karena t1 < t2

µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)}.

(2) Akan dibuktikan µ(x−1) ≥ µ (x).

Misalkan µ(x) = t1 berarti x ∈ µt1 . Karena µt1subgrup dari G, maka terdapat

x−1 ∈ µt1 , sehingga x−1 ∈ µt ⇒ x−1 ∈ X dan µ (x−1) ≥ t. Jadi diperoleh µ

(x−1) ≥ t = µ (x). Terbukti bahwa µ (x−1) ≥ µ (x).

Catatan 2.9. Misalkan G adalah grup dan µ adalah subhimpunan fuzzy dari G.

Dan misalkan µt adalah tingkatan subhimpunan dari subhimpunan fuzzy µ untuk

setiap t ∈ [0, 1] dengan t ≤ µ(e). µt adalah subgrup dari G jika dan hanya jika µ

adalah subgrup fuzzy dari G.
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3. Tingkatan Subgrup dari Subhimpunan Fuzzy

Definisi 3.1. [1] Misalkan G adalah grup dan µ adalah subgrup fuzzy dari G. Sub-

grup µt dengan t ∈ [0, 1] dan t ≤ µ(e) dengan e adalah unsur identitas di G, disebut

tingkatan subgrup dari µ.

Teorema 3.2. [1] Misalkan G grup dan µ subgrup fuzzy dari G. Dua tingkatan

subgrup µt1 , µt2 dengan t1 < t2 adalah sama jika dan hanya jika tidak ada x di G

sedemikian sehingga t1 < µ(x) < t2.

Bukti. (⇒) Misalkan G grup dan µ subgrup fuzzy dari G. Dan misal µt1 = µt2

dengan t1 < t2. Maka akan dibuktikan tidak ada x di G, sedemikian sehingga t1 <

µ (x) < t2.

Misalkan G grup dan terdapat x di G sedemikian sehingga t1 < µ (x) < t2. Dan

diketahui bahwa µt1 = µt2 , yaitu µt1 ⊂ µt2 dan µt2 ⊂ µt1 .

Karena t1 < µ(x) < t2, sehingga terdapat x ∈ µt1 yang tidak di µt2 . Dengan kata

lain µt2 bukan subhimpunan dari µt1 . Kontradiksi dengan pernyataan bahwa µt1 =

µt2 . Sehingga haruslah tidak terdapat x di G sedemikian sehingga t1 < µ (x) < t2.

Maka terbukti bahwa tidak ada x di G sedemikian sehingga t1 < µ (x) < t2.

(⇐) Misalkan G grup dan µ subgrup fuzzy dari G. Dan misal tidak ada x di G,

sedemikian sehingga t1 < µ(x) < t2. Maka akan dibuktikan µt1 = µt2 dengan t1 <

t2, yaitu µt1 ⊂ µt2 dan µt2 ⊂ µt1 .

(1) Akan dibuktikan µt1 ⊂ µt2 .

Misalkan x ∈ µt1 , berarti µ (x) ≥ t1 dan x ∈ G. Karena x ∈ G akibatnya t1 ≥ µ
(x) atau µ (x) ≥ t2. Diketahui µ (x) ≥ t1 sehingga berlaku µ (x) ≥ t2. Dengan

kata lain x ∈ µt2 . Jadi ∀x ∈ µt1 diperoleh x ∈ µt2 , maka terbukti bahwa µt1 ⊂
µt2 .

(2) Akan dibuktikan µt2 ⊂ µt1 .

Misalkan y ∈ µt2 , berarti µ (y) ≥ t2 dan y ∈ G. Karena t1 < t2 dan µ (y) ≥
t2, jelaslah bahwa µ(y) ≥ t1, sehingga y ∈ µt1 . Jadi ∀y ∈ µt2 diperoleh y ∈ µt1 ,

maka terbukti bahwa µt2 ⊂ µt1 .

Akibat 3.3. [1] Misalkan G grup hingga dengan orde n dan µ subgrup fuzzy dari

G. Misal Im(µ) = {ti|µ(x) = ti, untuk suatu xdiG} maka tingkatan subgrup dari

µ hanya µti .

Bukti. Misalkan G grup hingga dan µ subgrup fuzzy dari G. Maka tingkatan sub-

himpunan µt untuk t ∈ [0, 1], t ≤ µ(e), adalah subgrup dari G, dengan e adalah

identitas di G. Asumsikan µ(e) = t maka µt = {e}.
Diketahui t ∈ [0,1], dan misal t ∈ Im (µ) maka µ (x) = t, untuk suatu x tidak di

G. Jika ti < t < tj atau ti < µ(x) < tj (karena µ(x) = t) dengan ti, tj ∈ Im(µ),

sehingga berlaku µti = µtj = µt. Misalkan tr adalah unsur terkecil di Im (µ) dan t

< tr, diperoleh µtr = µt. Maka terbukti bahwa untuk sebarang t ∈ [0,1] tingkatan

subgrup hanya µti , untuk suatu ti ∈ Im (µ).
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Teorema 3.4. [1] Sebarang subgrup H dari grup G dapat dinyatakan sebagai suatu

tingkatan subgrup dari suatu subgrup fuzzy dari G.

Bukti. Diketahui H subgrup dari grup G dan µ subgrup fuzzy dari G. Misal µt

tingkatan subgrup dari µ, maka akan ditunjukkan H = µt untuk suatu t ∈ [0,1].

Misalkan µ subhimpunan fuzzy dari G, maka:

µ(x) =

{
t, x ∈ H,
0, x 6∈ H,

untuk 0 < t < 1.

Misalkan µ subgrup fuzzy dari G, maka:

(1) µ(xy) ≥ min {µ(x), µ(y)}
(2) µ(x−1) ≥ µ(x)

untuk setiap x, y ∈ G. Karena x, y ∈ G dan H ⊂ G maka ada tiga kasus, yaitu:

(Kasus 1) x ∈ H, y ∈ H.

Akan dibuktikan bahwa µ adalah subgrup fuzzy dari G. Misalkan x, y ∈ H

dan H subgrup dari G, maka berlaku xy ∈ H dan (x−1) ∈ H. Dari definisi

subhimpunan fuzzy diperoleh

µ(xy) = t, µ(x) = t, µ(x−1) = t, dan µ(y) = t,

sehingga

µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)},
t ≥ min{t, t},
t ≥ t.

µ(x−1) ≥ µ(x),

t ≥ t.

Dapat dilihat bahwa µ adalah subgrup fuzzy dari G.

(Kasus 2) x ∈ H, y 6∈ H.

Akan dibuktikan bahwa µ adalah subgrup fuzzy dari G. Misalkan x ∈ H, y 6∈
H dan H subgrup dari G, maka berlaku xy 6∈ H dan (x−1) ∈ H. Dari definisi

subhimpunan fuzzy diperoleh

µ(xy) = 0, µ(x) = t, µ(x−1) = t, dan µ(y) = 0,

sehingga

µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)},
0 ≥ min{t, 0},
0 ≥ 0,

µ(x−1) ≥ µ(x),

t ≥ t.

Dapat dilihat bahwa µ adalah subgrup fuzzy dari G.
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(Kasus 3) x 6∈ H, y 6∈ H.

Akan dibuktikan bahwa µ adalah subgrup fuzzy dari G. Misalkan x, y 6∈ H dan

H subgrup dari G, maka berlaku xy 6∈ H atau xy ∈ H, dan (x−1) 6∈ H. Dari

definisi subhimpunan fuzzy diperoleh:

µ(xy) =

{
t, xy ∈ H,
0, xy 6∈ H.

Karena µ(x) = 0, µ(x−1) = 0, dan µ(y) = 0, maka

µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)},
0 ≥ min{0, 0},
0 ≥ 0, atau

µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)},
t ≥ min{0, 0},
t ≥ 0.

µ(x−1) ≥ µ(x),

t ≥ t.

Dapat dilihat bahwa µ adalah subgrup fuzzy dari G.

Dari Kasus 1, Kasus 2 dan Kasus 3 telah ditunjukkan bahwa µ adalah subgrup

fuzzy dari G. Jadi untuk subgrup fuzzy ini, µt = H.

4. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah dikaji kembali jurnal [1] mengenai Subgrup Fuzzy dan

Tingkatan Subgrup dari Subhimpunan Fuzzy. Misalkan G grup dan µ subgrup fuzzy

dari G. Dua tingkatan subgrup µt1 , µt2 dengan t1 < t2 adalah sama jika dan hanya

jika tidak ada x di G sedemikian sehingga t1 < µ (x) < t2. Lalu misalkan G grup

hingga dengan orde n dan µ subgrup fuzzy dari G. Misal Im(µ) = {ti|µ(x) = ti,

untuk suatu x di G } maka tingkatan subgrup dari µ hanya µti . Terahir, sebarang

subgrup H dari grup G dapat dinyatakan sebagai suatu tingkatan subgrup dari

suatu subgrup fuzzy dari G. .
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