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Abstrak. Dalam makalah ini dikaji syarat agar diperoleh persamaan observer untuk
suatu sistem kontrol linier kontinu. Estimasi yang baik memenuhi &(¢) — 0 bila t — oo,
atau stabil asimtotik. Kestabilan asimtotik sistem & diperoleh apabila bagian riil dari
semua nilai eigen matriks (A — LC) bernilai negatif. Bentuk eksplisit matriks L dapat
diperoleh apabila memenuhi syarat tertentu yang dipaparkan pada paper ini.

Kata Kunci: Observer, estimasi error, stabil asimtotik

1. Pendahuluan

Diberikan suatu kontrol linier sebagai berikut :

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (1.1)
y(t) = Ox(1)

dimana A € R™" B € R"™! dan C € R". Pada sistem (1.1), x(t) € R"
menyatakan vektor keadaan (state), u(t) € R menyatakan input (control), dan
y € R menyatakan output.

Suatu observer untuk sistem (1.1) didefinisikan sebagai persamaan berikut:

%(t) = AR(1) + Bu(t) + L{y(t) - 5(1)). (1.2)

-~

untuk suatu matriks L € R™ dimana X(t) € R", y(t) = Cx(¢).

Vektor X(¢) memiliki peran sebagai estimator untuk x(t), dengan estimasi error
e(t) = x(t) — X(t). Estimasi yang baik mestilah memenuhi &(¢t) — 0 bila ¢ — oo,
atau X(t) — x(t) bila t — oo. Dalam makalah ini dikaji syarat yang menjamin agar
persamaan (1.2) merupakan suatu observer yang baik untuk sistem (1.1).

2. Observer untuk Sistem Kontrol Linier Kontinu

Persamaan (1.2) merupakan observer yang baik untuk sistem kontrol linier (1.1)
apabila
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untuk ¢ — oo. Dari (2.1) diperoleh
E=%—X
=(A- LC)e. (2.2)

Jelas bahwa (2.2) merupakan suatu sistem persamaan diferensial linier orde 1 yang
kestabilan asimtotiknya ditentukan oleh matriks A — LC. Bila sistem e(t) = (4 —
LC)e(t) stabil asimtotik, yaitu bagian riil dari semua nilai eigen (A — LC') adalah
negatif, maka €(¢) — 0 untuk ¢ — oo, sehingga i(t) merupakan observer yang baik
untuk x(t). Dengan demikian diperlukan informasi tentang bentuk eksplisit dari
matriks L sedemikian sehingga bagian riil dari semua nilai eigen matriks (4 — LC)
adalah negatif.

Bentuk eksplisit L dapat dicari dengan menggunakan bentuk dual dari (1.1)
yaitu

e=ATe+ C"u. (2.3)
Jika u = —LT&, maka (2.3) dapat ditulis menjadi
e= (AT —CcTLM)e (2.4)
yang solusinya adalah
(t) = e =" LNig(0). (2.5)

e
Dari (2.5) terlihat bahwa €(t) — 0 jika bagian riil dari semua nilai eigen matriks
(AT — CTLT) adalah negatif.
Teorema berikut menginformasikan syarat yang menjamin eksistensi matriks L
sedemikian sehingga nilai eigen (A7 — CTLT) dapat dibuatkan sesuai keinginan.

Teorema 2.1. [2] Jika (AT,CT ) adalah terkontrol lengkap maka terdapat matriks
L € R™¥! sedemikian sehingga nilai eigen dari matriks (AT — CTLT) dapat ditem-
patkan secara sebarang.

Bukti. Sistem (AT, CT) diubah menjadi bentuk kanonik terkontrol menggunakan
transformasi @, yaitu

Q= MW
dimana M adalah matriks keterkontrolan

Me = [CT ATCT (AT)nflcTJ

Ap—1 Qp—o ++- a1 1
Ap_2 Gp_3--+ 10
w=| oo o]
ay 1 ---00
1 0 ---00
dan a;, 1 = 1,2,--- ,n adalah koefisien dari polinomial karakteristik

|sT — AT| = " 4 a1s™ ™Y 4 4 a, 15+ ay.
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Definisikan variabel keadaan baru € dengan
e = (Qe.
Jika rank(Mc) adalah n (berarti sistem terkontrol lengkap), maka matriks @ memi-
liki invers. Sehingga persamaan sistem &€ = AT€ + CTu menjadi

e=Q'ATQe+Q'C"u (2.6)
dimana
0 1 0 0
0 0 1 0
Q'ATQ=| ... ... . .. (2.7)
0 0 o --- 1
—Qp —Qp—1 —Qp_2 -+ —a1
dan
0
0
Q'cT=1:]. (2.8)
0
1

Persamaan (2.7) dan (2.8) merupakan bentuk kanonik terkontrol. Kemudian akan
dibuktikan jika sistem terkontrol lengkap, maka dimungkinkan untuk memilih nilai
eigen yang diinginkan, misalkan s = s1,s = Sg,--- ,$ = s,. Persamaan karakteris-
tiknya berubah menjadi

(s—s1)(s—82) (s —8n) = 8" + sV ... 4 A(n—1)5 + o = 0. (2.9)
Tulis

LTQ = [0, 0p1 -+ 61]. (2.10)
Bila u = —LTQe digunakan untuk mengontrol sistem (2.6), maka diperoleh per-
samaan
e=Q'4ATQe—Q 'cTLTQe. (2.11)
Persamaan karakteristik dari (2.11) adalah
|sT —Q'ATQ +Q'CTLTQ| = 0. (2.12)

Persamaan karakteristik ini sama dengan persamaan karakteristik untuk sistem
e =ATe + CTu dengan u = —L"e yang digunakan sebagai kontrol, yaitu

e=ATe+ "y
= (AT - CcTLe. (2.13)
Persamaan karakteristik untuk sistem (2.13) adalah
|sT — AT + OTLT| = |Q (s — AT + CTLT)Q)|
— s —Q'ATQ+Q1CTLTQ)|
=0.
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Substitusikan persamaan (2.7), (2.8), dan (2.10) ke dalam persamaan karakteristik
(2.12) diperoleh
I~ QTIATQ +QTICTLTQ)

0 1 0 0
0 1 0 0
=|sI—| ... ... .. o+ [0 b

0 0 0 1

—0p —0p—1 —Ap-2 —ax 1
S -1 0
S 0

ap +6p Q-1+ 0p-1 - S+a1+

="+ (a1 +61)s" Y -+ (ap-1 4 Gp1)s + (an +6,)
=0

Persamaan karakteristik ini sama dengan persamaan karakteristik (2.9). Sehingga
dengan menyamakan koefisiennya diperoleh

a1—|—§1:a1

as + 0o = an

an + 0p =

T —
L z[an—anan,1—an,1---51—a1}Q1. O

Berikut ini akan dikemukakan langkah-langkah untuk mendapatkan matriks L.
Misalkan nilai eigen yang diinginkan adalah s = s1,s = s9,--- ;s = 5,,. Persamaan
karakteristik dari A r = AT — CTLT adalah

|sIfA€| =(s—51)(s—82) (s —8n)
="+ as" a5+

=0

untuk suatu skalar «;, i = 1,2, - - - ,n. Berdasarkan teorema Cayley-Hamilton untuk
Apr, maka berlaku

H(Apr) =Apr" + o Apr" P a1 Apr + and = 0. (2.14)
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Perhatikan identitas berikut :
Apr = (AT) —crLr
A LT2 =AprApr
— (ATY? — AT(CT)LT — (CTYLT Apr
L

ALTn = ALTn_lALT
— (AT)" = (AT)"HCTLT — (A7) (O LT Apr — (A7) (CT)LT (Ar)?
L (AT)(CT)LTALTn72 _ (CT)LTALTnfl

Substitusikan identitas tersebut ke persamaan (2.14), sehingga diperoleh persamaan
berikut :

A(AT) = (CTY (o1 LT + oo LT Apr + -+ oy LT Az — LT A"
(AT CTY (o LT + -+ LT Apr™2) 4 - -
(AT Ty (0 LT Apr + -+ LT Ay 22)

ATY' 2 (OTY LT + -+ LT Ayr) + (AT (T LT
= [(@T) (AT)CT) - (A7) (T
n 1 LT +op o LT Apr 4+ 4+ LT A" 2 — LT A 71

oLt + -+ LT A r" 2
i
& [(cT) (An)(ET) - ATy em)] e(aT) =
an LT +ap oLTApr + - 4+ a1 LTApe™ 2 — LT Apr" 7t
apo LT 4+ LT A" 2
LET
Kemudian kalikan kedua sisi dengan [0 0---1 ], diperoleh persamaan berikut :

[00 1] [(CT) (ATY(CTY - .. (AT)nfl(CT)]*ld)(AT)

Qn 1 LT +opnoLlTArr + -+ a1 LTAp 2" 2 — LT Apr™ !
QnoLlT 4+ 4+ LTApr" 2

L.T
=rT

atau dapat ditulis sebagai

LY =100 01] M; ' Popoa,, (AT), (2.15)
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dimana M adalah matriks keterkontrolan dan Pep 4, (AT) = ¢(AT) adalah poli-
nomial karakteristik untuk matriks A;r. Dengan demikian diperoleh

L= (L") =Pl 4, (ADMHT | 1. (2.16)
0
1

Persamaan (2.16) menunjukkan bahwa terdapat matriks L € R"*!  sehingga nilai
eigen matriks AT — LTCT dapat ditempatkan secara sebarang. Dengan perkataan
lain (1.2) merupakan observer yang baik untuk sistem (1.1).

3. Kesimpulan

Diberikan suatu kontrol linier sebagai berikut :
x(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) (3.1)

dimana A € R™" B € R"™! dan C € RY*". Pada sistem (3.1), x(t) € R"
menyatakan vektor keadaan (state), u(t) € R menyatakan input (control), dan
y € R menyatakan output.

Suatu observer untuk sistem (3.1) didefinisikan sebagai persamaan berikut :

x(t) = AR(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(t)), (3.2)

~

untuk suatu matriks L € R™ dimana X(t) € R™, g(t) = CX(¢).

Error antara x(t) dengan estimator X(¢) dinamakan error estimasi &(t), yaitu
&(t) = x — %, yang dibangun dari persamaan error dinamik &(t) = %(t) — X(¢).
Apabila e(t) = (A—LC)e(t) stabil asimtotik, yaitu bagian riil nilai eigen (A—LC') <
0, maka &(t) — 0 untuk ¢ — oo, dan X(t) dikatakan observer yang baik untuk x(t).

Bagian riil nilai eigen (A — LC') dapat ditempatkan sebarang, yaitu apabila
terdapat matriks L € R"*! sebagai berikut.

L= (L") =Pl (A M) | 1] (3:3)
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