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Abstrak. Dalam makalah ini dikaji syarat agar diperoleh persamaan observer untuk
suatu sistem kontrol linier kontinu. Estimasi yang baik memenuhi ē(t)→ 0 bila t→∞,

atau stabil asimtotik. Kestabilan asimtotik sistem ˙̄e diperoleh apabila bagian riil dari
semua nilai eigen matriks (A − LC) bernilai negatif. Bentuk eksplisit matriks L dapat
diperoleh apabila memenuhi syarat tertentu yang dipaparkan pada paper ini.

Kata Kunci : Observer, estimasi error, stabil asimtotik

1. Pendahuluan

Diberikan suatu kontrol linier sebagai berikut :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (1.1)

y(t) = Cx(t)

dimana A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×1, dan C ∈ R1×n. Pada sistem (1.1), x(t) ∈ Rn

menyatakan vektor keadaan (state), u(t) ∈ R menyatakan input (control), dan

y ∈ R menyatakan output.

Suatu observer untuk sistem (1.1) didefinisikan sebagai persamaan berikut:

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L(y(t)− ŷ(t)), (1.2)

untuk suatu matriks L ∈ Rn dimana x̂(t) ∈ Rn, ŷ(t) = Cx̂(t).

Vektor x̂(t) memiliki peran sebagai estimator untuk x(t), dengan estimasi error

ē(t) = x(t) − x̂(t). Estimasi yang baik mestilah memenuhi ē(t) → 0 bila t → ∞,

atau x̂(t)→ x(t) bila t→∞. Dalam makalah ini dikaji syarat yang menjamin agar

persamaan (1.2) merupakan suatu observer yang baik untuk sistem (1.1).

2. Observer untuk Sistem Kontrol Linier Kontinu

Persamaan (1.2) merupakan observer yang baik untuk sistem kontrol linier (1.1)

apabila

ē = x− x̂→ 0̄ (2.1)
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untuk t→∞. Dari (2.1) diperoleh

˙̄e = ẋ− ˙̂x

= (A− LC)ē. (2.2)

Jelas bahwa (2.2) merupakan suatu sistem persamaan diferensial linier orde 1 yang

kestabilan asimtotiknya ditentukan oleh matriks A − LC. Bila sistem ˙̄e(t) = (A −
LC)ē(t) stabil asimtotik, yaitu bagian riil dari semua nilai eigen (A− LC) adalah

negatif, maka ē(t)→ 0 untuk t→∞, sehingga ˙̂x(t) merupakan observer yang baik

untuk ẋ(t). Dengan demikian diperlukan informasi tentang bentuk eksplisit dari

matriks L sedemikian sehingga bagian riil dari semua nilai eigen matriks (A−LC)

adalah negatif.

Bentuk eksplisit L dapat dicari dengan menggunakan bentuk dual dari (1.1)

yaitu

˙̄e = AT ē + CTu. (2.3)

Jika u = −LT ē, maka (2.3) dapat ditulis menjadi

˙̄e = (AT − CTLT )ē (2.4)

yang solusinya adalah

ē(t) = e(A
T−CTLT )tē(0). (2.5)

Dari (2.5) terlihat bahwa ē(t) → 0 jika bagian riil dari semua nilai eigen matriks

(AT − CTLT ) adalah negatif.

Teorema berikut menginformasikan syarat yang menjamin eksistensi matriks L

sedemikian sehingga nilai eigen (AT − CTLT ) dapat dibuatkan sesuai keinginan.

Teorema 2.1. [2] Jika (AT , CT ) adalah terkontrol lengkap maka terdapat matriks

L ∈ Rn×1 sedemikian sehingga nilai eigen dari matriks (AT −CTLT ) dapat ditem-

patkan secara sebarang.

Bukti. Sistem (AT , CT ) diubah menjadi bentuk kanonik terkontrol menggunakan

transformasi Q, yaitu

Q = MCW

dimana MC adalah matriks keterkontrolan

MC =
[
CT ATCT · · · (AT )n−1CT ,

]

W =


an−1 an−2 · · · a1 1

an−2 an−3 · · · 1 0
...

...
. . .

...
...

a1 1 · · · 0 0

1 0 · · · 0 0

 ,

dan ai, i = 1, 2, · · · , n adalah koefisien dari polinomial karakteristik

|sI −AT | = sn + a1s
(n−1) + · · ·+ an−1s+ an.
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Definisikan variabel keadaan baru ê dengan

ē = Qê.

Jika rank(MC) adalah n (berarti sistem terkontrol lengkap), maka matriks Q memi-

liki invers. Sehingga persamaan sistem ˙̄e = AT ē + CTu menjadi

˙̂e = Q−1ATQê +Q−1CTu (2.6)

dimana

Q−1ATQ =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · ·
. . . · · ·

0 0 0 · · · 1

−an −an−1 −an−2 · · · −a1

 (2.7)

dan

Q−1CT =


0

0
...

0

1

 . (2.8)

Persamaan (2.7) dan (2.8) merupakan bentuk kanonik terkontrol. Kemudian akan

dibuktikan jika sistem terkontrol lengkap, maka dimungkinkan untuk memilih nilai

eigen yang diinginkan, misalkan s = s1, s = s2, · · · , s = sn. Persamaan karakteris-

tiknya berubah menjadi

(s− s1)(s− s2) · · · (s− sn) = sn + α1s
(n−1) + · · ·+ α(n−1)s+ αn = 0. (2.9)

Tulis

LTQ =
[
δn δn−1 · · · δ1

]
. (2.10)

Bila u = −LTQê digunakan untuk mengontrol sistem (2.6), maka diperoleh per-

samaan

˙̂e = Q−1ATQê−Q−1CTLTQê. (2.11)

Persamaan karakteristik dari (2.11) adalah

|sI −Q−1ATQ+Q−1CTLTQ| = 0. (2.12)

Persamaan karakteristik ini sama dengan persamaan karakteristik untuk sistem
˙̄e = AT ē + CTu dengan u = −LT ē yang digunakan sebagai kontrol, yaitu

˙̄e = AT ē + CTu

= (AT − CTLT )ē. (2.13)

Persamaan karakteristik untuk sistem (2.13) adalah

|sI −AT + CTLT | = |Q−1(sI −AT + CTLT )Q|
= |sI −Q−1ATQ+Q−1CTLTQ|
= 0.
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Substitusikan persamaan (2.7), (2.8), dan (2.10) ke dalam persamaan karakteristik

(2.12) diperoleh

|sI −Q−1ATQ+Q−1CTLTQ|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sI −


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · ·
. . . · · ·

0 0 0 · · · 1

−an −an−1 −an−2 · · · −a1

+


0

0
...

0

1


[
δn δn−1 · · · δ1

]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s −1 · · · 0

0 s · · · 0

· · · · · · · · ·
. . . · · ·

an + δn an−1 + δn−1 · · · s+ a1 + δ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= sn + (a1 + δ1)s(n−1) + · · ·+ (an−1 + δn−1)s+ (an + δn)

= 0

Persamaan karakteristik ini sama dengan persamaan karakteristik (2.9). Sehingga

dengan menyamakan koefisiennya diperoleh

a1 + δ1 = α1

a2 + δ2 = α2

...

an + δn = αn

LT =
[
αn − an αn−1 − an−1 · · · δ1 − a1

]
Q−1.

Berikut ini akan dikemukakan langkah-langkah untuk mendapatkan matriks L.

Misalkan nilai eigen yang diinginkan adalah s = s1, s = s2, · · · , s = sn. Persamaan

karakteristik dari ALT = AT − CTLT adalah

|sI −AT
L| = (s− s1)(s− s2) · · · (s− sn)

= sn + α1s
n−1 + · · ·+ αn−1s+ αn

= 0

untuk suatu skalar αi, i = 1, 2, · · · , n. Berdasarkan teorema Cayley-Hamilton untuk

ALT , maka berlaku

φ(ALT ) = ALT
n + α1ALT

n−1 + · · ·+ αn−1ALT + αnI = 0. (2.14)
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Perhatikan identitas berikut :

ALT = (AT )− CTLT

ALT
2 = ALTALT

= (AT )
2 −AT (CT )LT − (CT )LTALT

...

ALT
n = ALT

n−1ALT

= (AT )
n − (AT )

n−1
(CT )LT − (AT )

n−2
(CT )LTALT − (AT )

n−3
(CT )LT (ALT )2

− · · · − (AT )(CT )LTALT
n−2 − (CT )LTALT

n−1

Substitusikan identitas tersebut ke persamaan (2.14), sehingga diperoleh persamaan

berikut :

φ(AT ) = (CT )(αn−1L
T + αn−2L

TALT + · · ·+ α1L
TALT

n−2 − LTALT
n−1)

+(AT )(CT )(αn−2L
T + · · ·+ LTALT

n−2) + · · ·

+(AT )
n−3

(CT )(α1L
TALT + · · ·+ LTALT

2)

(AT )
n−2

(CT )(α1L
T + · · ·+ LTALT ) + (AT )

n−1
(CT )LT

=
[

(CT ) (AT )(CT ) · · · (AT )
n−1

(CT )
]


αn−1L

T + αn−2L
TALT + · · ·+ α1L

TALT
n−2 − LTALT

n−1

αn−2L
T + · · ·+ LTALT

n−2

...

LT


⇔
[

(CT ) (AT )(CT ) · · · (AT )
n−1

(CT )
]−1

φ(AT ) =
αn−1L

T + αn−2L
TALT + · · ·+ α1L

TALT
n−2 − LTALT

n−1

αn−2L
T + · · ·+ LTALT

n−2

...

LT


Kemudian kalikan kedua sisi dengan

[
0 0 · · · 1

]
, diperoleh persamaan berikut :[

0 0 · · · 1
] [

(CT ) (AT )(CT ) · · · (AT )
n−1

(CT )
]−1

φ(AT )

=
[

0 0 · · · 1
]

αn−1L

T + αn−2L
TALT + · · ·+ α1L

TALT
n−2 − LTALT

n−1

αn−2L
T + · · ·+ LTALT

n−2

...

LT


= LT

atau dapat ditulis sebagai

LT =
[

0 0 · · · 0 1
]
M−1C Pch,ALT

(AT ), (2.15)
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dimana MC adalah matriks keterkontrolan dan Pch,ALT
(AT ) = φ(AT ) adalah poli-

nomial karakteristik untuk matriks ALT . Dengan demikian diperoleh

L = (LT )T = PT
ch,ALT

(AT )(M−1C )T


0

0
...

0

1

 . (2.16)

Persamaan (2.16) menunjukkan bahwa terdapat matriks L ∈ Rn×1, sehingga nilai

eigen matriks AT − LTCT dapat ditempatkan secara sebarang. Dengan perkataan

lain (1.2) merupakan observer yang baik untuk sistem (1.1).

3. Kesimpulan

Diberikan suatu kontrol linier sebagai berikut :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t) (3.1)

dimana A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×1, dan C ∈ R1×n. Pada sistem (3.1), x(t) ∈ Rn

menyatakan vektor keadaan (state), u(t) ∈ R menyatakan input (control), dan

y ∈ R menyatakan output.

Suatu observer untuk sistem (3.1) didefinisikan sebagai persamaan berikut :

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L(y(t)− ŷ(t)), (3.2)

untuk suatu matriks L ∈ Rn dimana x̂(t) ∈ Rn, ŷ(t) = Cx̂(t).

Error antara x(t) dengan estimator x̂(t) dinamakan error estimasi ē(t), yaitu

ē(t) = x − x̂, yang dibangun dari persamaan error dinamik ˙̄e(t) = ẋ(t) − ˙̂x(t).

Apabila ˙̄e(t) = (A−LC)ē(t) stabil asimtotik, yaitu bagian riil nilai eigen (A−LC) <

0, maka ē(t)→ 0 untuk t→∞, dan ˙̂x(t) dikatakan observer yang baik untuk ẋ(t).

Bagian riil nilai eigen (A − LC) dapat ditempatkan sebarang, yaitu apabila

terdapat matriks L ∈ Rn×1 sebagai berikut.

L = (LT )T = PT
ch,ALT

(AT )(M−1C )T


0

0
...

0

1

 . (3.3)
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