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Abstrak. Integrasi Numerik merupakan metode aproksimasi untuk memperoleh nilai
integral suatu fungsi secara numerik. Metode ini digunakan pada fungsi-fungsi yang
diintegralkan secara analitik agak sulit. Salah satu metode aproksimasi integral menggu-
nakan Metode Kuadratur Gauss-Legendre, karena metode ini memiliki error yang kecil
dan perumusan yang sederhana. Untuk mendapatkan perumusan tersebut diperlukan
fungsi pembobot dengan pendekatan Interpolasi Hermite. Interpolasi Hermite memben-
tuk polinomial yang berderajat 2n—1 dan titik yang digunakan sebanyak n titik, dimana
setiap titik-titik tersebut merupakan pembuat nol pada polinomial Legendre (pn(z) = 0)
dan terletak pada interval [—1,1].

Kata Kunci: Kuadratur Gauss, Interpolasi Hermite, Polinomial Legendre, Interpolasi
Lagrange

1. Pendahuluan

Aproksimasi integrasi dalam metode numerik dapat terbagi menjadi dua bagian

besar berdasarkan cara pengambilan panjang interval?l. Kedua macam metode

aproksimasi tersebut bertujuan untuk memperoleh ketelitian yang lebih mendekati

nilai sebenarnya dan kedua metode tersebut yaitu:

(1) Metode Newton-Cotes

Dalam pendekatan metode numerik dengan aturan Newton Cotes, fungsi in-
tegral f(x) dihampiri dengan polinom p,(z). Selanjutnya integrasi dilakukan
terhadap p,(x) karena suku-suku polinom lebih mudah untuk diintegrasikan.
Adapun perumusan dengan metode Newton-Cotes yaitu: Rumus trapesium,
Rumus Simpson 1/3, Rumus Simpson 3/8, Rumus Boole.

(2) Metode Kuadratur Gauss

Pendekatan lain dengan metode Kuadratur Gaus, nilai integrasi numerik
cukup diperoleh dengan menghitung nilai fungsi f(z) pada beberapa titik ter-
tentu. Pada Metode Kuadratur Gaus terdapat dua perumusan untuk mendap-
atkan nilai integrasi numerik, yaitu: Kuadratur Gaus-Legendre dan Kuadratur
Clenshaw-Curtis. Metode Kuadratur Gauss-Legendre dan Metode Kuadratur
Clenshaw-Curtis adalah metode aproksimasi integral yang memiliki ketelitian
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yang hampir sama, namun Metode Gaus-Legendre cenderung lebih sederhana
dan lebih mudah dimengerti [3].

Perumusan dengan Kuadratur Gaus pada aproksimasi integrasi f(z) dengan
interval [—1, 1] untuk n titik yang besar (n > 3) membutuhkan perhitungan yang
rumit. Oleh karena itu perlu cara lain untuk perhitungannya, yaitu dengan menggu-
nakan rumus interpolasi Hermite. Interpolasi tersebut membentuk polinomial yang
berderajat 2n — 1 dengan menggunakan n titik, dengan memisalkan n titik tersebut
adalah titik-titik pembuat nol pada polinomial Legendre. Kemudian dengan meng-
gunakan titik-titik pembuat nol polinomial Legendre maka diperoleh perumusan
yang dinamakan Integrasi Kuadratur Gaus-Legendre.

2. Pembahasan
2.1. Kuadratur Gauss-Legendre dengan n titik

Misalkan diberikan sebuah fungsi f(x). Fungsi f(x) ini dapat dihampiri dengan
menggunakan definisi sebagai berikut

f(z) = Hy(x) + en(x), (2.1)

dengan

Hy(x) =Y yihi(x) + Y yihi(z), (2.2)

i) = (2 2l @), (2.3

huta) = [1 - 20w — (@), 24

) = i) (2:5)
(2n)

enli) = lon ()P L € [-1,1), (2.

Un(e) = (0= 20)(z 7)o - m) @ - wen) @ m) ()

Untuk mendapatkan rumus integrasi pada interval [—1,1] maka kedua ruas pada
persamaan (2.1) diintegrasikan menjadi

/_11 flz)de = /_11 Hy(x)dx + /_11 en(z)dz. (2.8)

Dari persamaan (2.3), dengan ¢ = 1,--- ,n diperoleh integral ﬂl(x) dengan batas

[—1,1].
/_1 hi(z)dz = /_1 :f’n((:i)) li(x)dx.

Diketahui bahwa polinomial Legendre yang berderajat n adalah sebagai berikut

R
T onpl dan

Pn(z) (2* = 1)",
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dengan (22 — 1)" polinom berderajat 2n sehingga

27 (n!)?
wn(x) = (2n)! pn(x)

Jadi

1 1 1
/_1 hi(x)dx = pAEN /_1pn(x)li(x)dx. (2.9)

Teorema 2.1. Dua polinomial Legendre yang berbeda akan saling tegak lurus
(orthogonal) pada interval —1 < x < 1, jika

(1) [1, Pou() Pa(w)dz = 0;m # n,

1 9 2
(2) fqpl (I)dx—m-

Dari persamaan (2.9) menunjukkan bahwa [;(x) adalah polinomial berderajat
(n —1). Dengan menggunakan Teorema 2.1 maka

/1 hi(z)dx = 1 - (2.10)

-1 ph (i)
Dengan sifat ortogonalitas polinomial Legendre maka persamaan (2.8) menjadi
1

/_1f(x)dx: /_1Zf(xi)[li(:v)]de—l—2/_12f(xi)l§(x)ﬁi(m)dx+ @y
Karena fil hi(x)dz = 0 maka

1 n 1
/ fl@)de =Y flz:)w; +/ en()de, (2.11)
-1 i=1 -1
[ ()]
(2n)!
(2.11) dinamakan rumus integrasi Kuadratur Gauss-Legendre.

f2(€), € € [~1,1]. Persamaan

dengan w; = f_ll[li(x)]zdx dan e,(z) =

2.2. Rumus Bobot

Untuk menyederhanakan fungsi bobot (w;) pada persamaan (2.11), maka dapat

dituliskan
1
wi:/ li(x)dx.
-1

Rumus bobot (w;) pada persamaan (2.11) dapat disederhanakan menjadi rumus
yang mudah dikerjakan untuk n yang lebih besar.
Diketahui bahwa salah satu persamaan rekursif polinomial Legendre adalah

(20 + Dxpi(z) = (¢ + Dpiy1(x)ipi—1(z) (2.12)

Akibat 2.2. Persamaan identitas Cristoffel polinomial Legendre didefinisikan se-
bagai berikut

> 2+ Dpi(t)pi(x) = (st 1)[27"“(”2”&2)_ P41 (@) () (2.13)

=0
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Bukti. Kalikan persamaan (2.12) dengan p;(t) sehingga
(2i + Dapi(x)pi(t) = (i + Dpita(2)pi(t) + ipi—1(2)pi(t) (2.14)

Misalkan terdapat persamaan lain yang sama dengan persamaan (2.14) sebagai
berikut

(20 + Dtpi(2)pi(t) = (i + D)pi1(H)pi(z) + ipi—1 (t)pi(z) (2.15)

Kurangi persamaan (2.15) dengan persamaan (2.14)

(2i41) (t—2)pi(2)pi(t) = (i+1)[pit1 ()i (2) —pi V)it (2)]—ilpi (O)pi—1 (x) —pi—1 (t)pi(2)]
(2.16)
Dengan persamaan (2.16) jumlahkan untuk ¢ = 1 sampai dengan i = n, diperoleh

n

Y i+ Dlpis (i) = pi()piga (@) = (t — @ Z (20 + D)pi(z)pi(t)

—Z’Lpz i—1(x) — pi—1(t)pi(x)].

Dengan metode telescoping maka ruas kiri menjadi
(0 + D) [prs1(O)pn (@) = po(O)pnia (z)] = (t —2) = (t — =) ) (20 + D)pi(2)pi(?).
i=0
Suku terakhir pada ruas kiri dapat dipindahkan ke ruas kanan sehingga penjumla-
han dimulai dari ¢ = 0 sampai ¢ = n. Maka persamaan dibawah ini dapat didefin-
isikan sebagai Identitas Cristoffel

(t ) =0
Diberikan pembuat nol dari polinomial p,(x) adalah x, k = 1,2,--- ,n, dengan

mengganti ¢t dengan x; pada persamaan (2.17),

i=0 (% — )

Integralkan pada interval [—1, 1] diperoleh

Z(Qi + 1)pz($k)/ pi(z)dz = / (n+ 1)[pn+1(xk()pz(3c) _ pn+1(x)pn($k)d$

Ty — )

i=0 -1 -1

=(Mn+1) |:pn+1(wk) /_1 (pn(fc)d:c -

1 (zp — )

pn(xk)/_ll mdfﬂ]

Karena xj adalah pembuat nol pada p,(z) maka p,(zx) = 0, sehingga

n 1

Z(% + 1)pz(xk)/ pi(z)dr = —(n + 1)Pn+1($k)/ Mdgc.

r — Tk
= -1 -1 k
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Dengan menggunakan kasus khusus pada Teorema 2.1 dimana f_11 pr(x)dz = 0
dengan n # 0, maka

n 1
i+ (o) [ pla)de =2

i=0 -
Maka
1
—(n + 1)pn+1(xk)/ pn(if) dr =2
1T — Tk
/ Pu () _ —2

1T~ T (n+ )pnt1(zx)

Sehingga didapatkan rumus bobot sebagai berikut
-2

w; = (2.19)

(n+ D)y, (xi)pnsa (i)

2.3. Rumus Galat (Error) Kuadratur Gauss-Legendre

Dari persamaan (2.8), galat (error) untuk interpolasi Hermite adalah

1 (2n) 1
BN = [ eio=Ts© [ paldceln @)
Pn(2)

An

dengan 9(x) = . Dengan menggunakan Teorema 2.1 diketahui bahwa

1
2
/lpi(x)dx = ot (2.21)

Karena A,, koefisien dari 2" pada polinomial Legendre (p,(z)) maka
o) 1°
A2 = ( . 2.22
Al = | o] (2.22)
Substitusikan persamaan (2.21) dan persamaan (2.22) ke dalam persamaan (2.20)
sehingga diperoleh galat Kuadratur Gauss-Legendre,
22n+1(n!)4 f(2n(€)
@2n+D[2n))2  (2n)!
Untuk membuat galat(error) ke bentuk yang lebih mudah dipahami, misalkan
22n+1 ! 4
en = 2 ()" (2.24)
(2n+1)[(2n)!]?

selanjutnya definisikan rumus Stirling sebagai berikut:
nl ~ e "n"V2mn. (2.25)

Substitusi persamaan (2.25) ke persamaan (2.24) sehingga diperoleh

E.(f) = (2.23)

22n+1(e=npny/2mn)4 22t (2mn)?
(2n + 1)[e=27(2n)*"VAmn)2  (2n+ 1)e~4n42nnindmn
2(27n)? 2mn W

(2n + )d7drn ~ (2n+ 1)4n 40
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Jika n — oo, maka e,, — 0.
Misalkan nilai maksimum fungsi f(z) pada turunan ke-2n sebagai

2" ()]

Mgn: n>0

~1<z<t (2m)! 7 T (2.26)

dengan f(z): fungsi yang dapat diturunkan tak terbatas pada [—1,1], terdapat
supremum untuk n > 0 maka Ma,, < co. Sehingga didapatkan bentuk galat (error)
yang lebih mudah dipahami sebagai berikut.

Ea(f)] < 4 Man. (2.27)

3. Kesimpulan

Perumusan Kuadratur Gauss-Legendre pada aproksimasi integrasi f(x) pada inter-
val [—1, 1], didefinisikan sebagai berikut:

/jwmzzﬂmm+mm,
- i=1

dengan z; adalah titik-titik pembuat nol (p,(x)), f(x;) adalah fungsi dengan vari-
abel z;; w; adalah interval yang ditentukan (bobot); E, (f) adalah galat atau error
aproksimasi sebagai berikut.

—92
O A DP @ P ()
2n+1(p1)4 (2n)
B = G €€

2n+1D)[2n)]2 (2n)!
Dengan asumsi f(x) dapat diturunkan 2n kali dan kontinu pada [—1,1].
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