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Abstrak. Persamaan diferensial linier homogen orde tiga koefisien konstan direduksi
menjadi persamaan diferensial biasa orde-1, yaitu y/ = f(z,y) dengan syarat awal
y(zo) = yo. Persamaan diferensial biasa orde-1 diselesaikan menggunakan metode
Runge-Kutta orde empat untuk menentukan nilai pendekatan y1, y2, dan y3. Selanjutnya,
digunakan metode Adams-Bashforth orde empat untuk menentukan nilai pendekatan
y4,Ys, -+ ,dst sebagai prediktor. Nilai yang ditampilkan oleh metode Adams-Bashforth
orde empat digunakan pada metode Adams-Moulton orde empat sebagai korektor. Proses
metode Adams-Bashforth orde empat dan metode Adams-Moulton orde empat dikatakan
sebagai metode Adams-Bashforth-Moulton orde empat atau metode prediktor-korektor.

Kata Kunci: Persamaan diferensial, Runge-Kutta, Adams-Bashforth, Adams-Moulton,
prediktor-korektor

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan-turunan suatu
fungsi yang tak diketahui. Meskipun persamaan seperti itu seharusnya disebut per-
samaan turunan, namun istilah persamaan diferensial (aequatio differentialis) yang
diperkenalkan oleh Leibniz pada tahun 1676 sudah umum digunakan [1].

Metode yang dikembangkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa
secara numerik, terbagi atas dua yaitu metode satu langkah (one-step) dan metode
banyak langkah (multi-step). Metode satu langkah membutuhkan satu nilai awal
untuk mendapatkan nilai sekarang, dengan kata lain hanya dibutuhkan nilai ¥, un-
tuk mendapatkan nilai y,11, sedangkan metode banyak langkah membutuhkan dua
atau lebih nilai sebelumnya untuk menda-patkan nilai sekarang, dengan kata lain
dibutuhkan nilai yg, 1, - ,y, dengan r = 0,1,2,--- ;n— 1 untuk menghitung nilai
Yr+1. Nilai-nilai awal tersebut diperoleh dari metode satu langkah. Metode banyak
langkah disebut metode prediktor-korektor, karena dalam penyelesaiannya digu-
nakan persamaan prediktor dan persamaan korektor. Metode Adams-Bashforth-
Moulton, metode Milne-Simpson dan metode Hamming merupakan metode banyak
langkah.
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Dalam artikel ini akan dibicarakan penyelesaian persamaan diferensial linier ho-
mogen orde tiga koefisien konstan menggunakan metode Adams-Bashforth-Moulton
orde empat. Pada prinsipnya, metode Adams-Bashforth-Moulton orde empat mem-
berikan solusi yang cukup akurat dalam menyelesaikan persamaan diferensial.
Metode satu langkah yang digunakan untuk mencari solusi awal adalah metode
Runge-Kutta orde empat, dimana metode Runge-Kutta merupakan alternatif dari
metode deret Taylor yang tidak membutuhkan perhitungan turunan. Kelebihan dari
metode Runge-Kutta ini memiliki ketelitian yang lebih tinggi dibandingkan dengan
metode Fuler, metode Heun dan metode deret Taylor

2. Pembahasan

Penurunan rumus metode Adams-Bashforth-Moulton orde empat diperoleh dari per-
samaan diferensial sebagai berikut

dy
= -— 2.1
flwy(a) = 2, (2.)
dengan z, < x < xpyg.
Persamaan 2.1) diintegralkan dari z, hingga x,,1 yaitu
Tr41 Tr41 dy
fayande= [ L
/xr . dx
= Yr+1 — Yr,
atau
Tr41
i =uot [ fayla)ds, (22)

r

Fungsi f(z,y(z)) dapat dinyatakan sebagai fungsi polinomial p(z), sehingga per-
samaan (2.2) menjadi

Tr41
Yr41 = Y —l—/ p(x)dz. (2.3)

Lr

2.1. Metode Adams-Bashforth

Metode Adams-Bashforth diperoleh dengan menggunakan interpolasi beda
mundur Newton berderajat tiga yang menginterpolasi f(z,y(x)) pada titik
Xy, Tr_1, Tr—2, Tr—3, Mmaka hampiran fungsi p(x) dapat dinyatakan sebagai berikut:

u(u+1 u(lu+1)(u—+2
ps(:c):fr+uvfr+%v2fr+$v3fr, (2.4)
dengan
T — X,
= — 2.
u=" (2.5)
atau

x = x, + hu. (2.6)
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Jika ¢ = z, dan ¢ = z,+1 masing-masing disubstitusikan ke dalam persamaan (2.5),
maka diperoleh 0 < u < 1. Jika persamaan (2.6) diturunkan terhadap variabel u,
maka diperoleh

dx = hdu, dan
Tri1 Tri1
/ p3(x)dz :/ ps(z)hdu
! 1 1 2
— h/ (f, +uVf, + Mv2fr WV%&MU
O .
u? ud o u?_, ut Wl 3
_h[fru+?vfr+(€+1)v fr (24"’_?"_ )V fr} ‘O
1 1 1.4 1 1 1.4
= hlfo+ 3V + (5 + PV 4 (g + 5+ OV = 0]
1 5 _, 9 _q
- h[fr + 2vfr + 12v fr + 24v fr}
_ 1 RRVEFIE S &
Selanjutnya definisikan
Ve =V -V s k=1,2,3.
Untuk k=1, Vf. = f, — fr1. (2.8)
Untuk k = 2, VQf'r = vfr - vfrfl = fr - 2f'r71 + fr72' (29)

Untuk k=3, Vf, = V?f = V?f,_1 = fr —3fr—1 + 3fr_2 — fr—3. (2.10)

Substitusikan persamaan (2.8), (2.9) dan (2.10) ke dalam persamaan (2.7), sehingga
dapat dinyatakan

/af:r+1 p3(1’)d(L‘ = h‘[fr —+ %Vfr + %Ver + gvzgfr}
1 5
_h[fr+§(f f’r 1) 12(f 2f7‘71+fr72>+

3

g(fr - 3fr71 + 3f7'72 - fr73)}

1 1 5 10 )
=h T SJr — 5Jr— TaJr T 175J)r— TaJr—
et 5l = Shat Gfe =l t 5 fea +

- ng oz 2]
e L AL AT
:h[;if fr 1+ fr 2 — ifr,g]
SENCTAN TANES Ty ) (2.11)
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Substitusikan persamaan (2.11) ke dalam persamaan (2.3), maka diperoleh rumus

h
Yr+1 = Yr + 274(55]01“ - 59f1“—1 + 37fr—2 - 9fr—3)7 (2-12)

dan dikatakan metode Adams-Bashforth orde empat (persamaan prediktor).

2.2. Metode Adams-Moulton

Metode Adams-Moulton dinyatakan sebagai polinomial p(x) pada persamaan (2.3)
merupakan polinomial interpolasi beda mundur Newton berderajat tiga yang meng-
interpolasi f(x,y(z)) pada titik @41, %y, Zr—1, Zr—2, maka hampiran fungsi dapat
dinyatakan sebagai berikut:

" u+1 u+1)(u+2
p3(x) = frp1 U fro1 + g V2 fro1 + % 7 fra1, (2.13)
dengan
T — Trq1
= 2.14
= (2.14)
atau
T = py1 + hu. (2.15)

Jika z = z, dan * = z,41 masing-masing disubstitusikan ke dalam persamaan
(2.14), maka diperoleh —1 < u < 0. Jika persamaan (2.15) diturunkan terhadap
variabel u, maka diperoleh

dx = hdu,

sehingga

Tp41 Tyri41
/ p3(z)dx = / ps(x)hdu

s r

0
u(u+ 1 w(u+ 1)(u+ 2
= h/ (fro1 +uVfryp1 + %V%H + %Vgﬂﬂ)du
-1 :
’LL2 U3 U ’LL4 3 U
= hlfroiut 5 Vi + (4 Z)V friat(Gp+ =+ E)VSfT-‘rl] 2,
1 1 1 1
:h[O*(*fmlJrinrHJr( 6 )V fr+1+(24 *ng )V fre1)]
12 2 _,
= h(fr1 — ﬂvfr—&-l - ﬂv fre1 — ﬂv fre1)- (2.16)
Selanjutnya definisikan
VEfrir =V o = VR B =1,2,3.
Untuk k=1, Vfrr1 = fre1 — fr. (2.17)
Untuk k =2, V2fi1 =Vfi1 — Vi = fror —2fr + fro1. (2.18)

Untuk k =3, V3f1 = V2fi1 — V2f = frp1 — 3fr +3fr1 — fr_2.(2.19)
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Substitusikan persamaan (2.17), (2.18) dan (2.19) ke dalam persamaan (2.16), se-
hingga dapat dinyatakan bahwa

Tra1 12 2 1
/;c pa(w)dz = h[fri1 — ﬂvfrﬂ - ﬂVerH - ﬂv3fr+1]

r

/ - p3(z)dr = h[fry1 — %(frﬂ —fr) — %(fr+1 —2fr + fro1)

o it = 80+ 3fr — fr2)]

9 19 5 1
= h[ﬂfwl =+ ﬂfr - ﬂfrq + ﬂfr—ﬂ
h
= 5 0fr1 +19fr =5fr1 4 fr2)- (2.20)

Substitusikan persamaan (2.20) ke dalam persamaan (2.3), maka diperoleh rumus

h
Yr+1 = Yr + ﬂ(gfr-ﬁ-l + 19f7" - 5fr—1 + fr—Q)a (221)

dan dikatakan metode Adams-Moulton orde empat (persamaan korektor).

3. Kesimpulan

Persamaan diferensial linier homogen orde tiga koefisien konstan dapat disele-
saikan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat untuk menentukan nilai pen-
dekatan y1,y2, dan nilai y3, selanjutnya ditentukan nilai pendekatan y4,ys,- - , Y10
menggunakan metode Adams-Bashforth orde empat dan dikoreksi menggunakan
metode Adams-Moulton orde empat, sehingga menghasilkan nilai pendekatan yang
mendekati nilai sebenarnya.
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