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Abstrak. Suatu matriks A = (aij) berukuran n× n dikatakan nonpositif total (negatif
total) jika setiap minornya nonpositif (negatif). Pada artikel ini, dipelajari sifat dari
matriks nonpositif total dan kasus karakterisasi dari matriks nonpositif total nonsingular

A dengan a11 < 0 dalam bentuk faktorisasi LDU dimana L(U) adalah matriks segitiga
bawah (atas) unit dan D adalah matriks diagonal.

Kata Kunci : Matriks nonsingular, matriks nonpositif total, faktorisasi LDU

1. Pendahuluan

Beberapa tipe matriks memiliki peranan penting dalam cabang ilmu matematika.

Salah satu kasus adalah matriks positif total, yang mana matriks ini dapat diap-

likasikan secara luas, misalnya pada teori aproksimasi, matematika numerik, statis-

tika, ekonomi, dan komputer untuk desain geometri [3].

Matriks nonpositif total (TNP) dikarakterisasikan dengan cara faktorisasi ma-

triks. Salah satu cara memfaktorisasikan matriks adalah dengan faktorisasi LDU,

yaitu perkalian matriks segitiga bawah, segitiga atas, dan matriks diagonal.

Berdasarkan [1], diberikan k, n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, maka Qk,n merupakan notasi

dari himpunan semua barisan naik dari bilangan bulat dengan panjang k yang dip-

ilih dari n pertama bilangan bulat positif 〈n〉 = {1, 2, · · · , n}. Jika A adalah suatu

matriks n× n dan α = (α1, α2, · · · , αk), β = (β1, β2, · · · , βk) ∈ Qk,n, maka A[α|β]

merupakan notasi submatriks dari A yang diperoleh dari baris α1, α2, · · · , αk dan

kolom β1, β2, · · · , βk. Jika α = β, maka submatriks A[α|α] dinamakan submatriks

principal, disingkat A[α]. Submatriks principal r× r dari suatu matriks n×n yang

diperoleh dengan menghapus baris dan kolom n − r terakhir disebut submatriks

leading principal.

Pada artikel ini akan dijelaskan kembali mengenai faktorisasi LDU pada matriks

nonpositif total nonsingular.

2. Matriks Nonpositif Total

Suatu matriks dikatakan matriks positif total (totally positive matrix ) jika setiap

minornya tidak negatif dan dikatakan matriks positif total sejati (strictly totally pos-

itive matrix ) jika setiap minornya positif, masing-masing di-singkat TP dan STP.
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Demikian juga, jika setiap minor dari suatu matriks tidak positif maka matriks

tersebut dikatakan matriks nonpositif total (totally non-positive matrix ) dan jika

semua minornya negatif maka matriks tersebut dikatakan matriks negatif total (to-

tally negative), masing-masing disingkat TNP dan TN.

Definisi 2.1. [1] Matriks A dikatakan TP jika det(A[α|β]) ≥ 0 untuk setiap α, β ∈
Qk,n, dan dikatakan STP jika det(A[α|β]) > 0 untuk setiap α, β ∈ Qk,n.

Definisi 2.2. [6] Misal A adalah suatu matriks berukuran n × n, jika det(A[α|β])

≤ 0 untuk setiap α, β ∈ Qk,n dengan k ∈ 〈n〉, maka A dikatakan matriks TNP.

3. Karakterisasi Matriks TNP Nonsingular berdasarkan

Faktorisasi LDU

Salah satu karakterisasi dari matriks TNP nonsingular berdasarkan faktorisasi LDU

dapat dilihat pada teorema berikut.

Teorema 3.1. [3] Misal A = (aij) adalah matriks TNP nonsingular berukuran

n × n dengan a11 < 0. Maka A = LDU dimana L adalah matriks TP segitiga

bawah unit, U adalah matriks TP segitiga atas unit, dan D = (dij) adalah matriks

diagonal dengan entri diagonal positif kecuali pada entri d11 negatif.

Bukti. Misalkan A = (aij) adalah suatu matriks TNP nonsingular n × n dengan

a11 < 0, maka det(A) < 0 dan det(A[α|β]) ≤ 0 untuk setiap α, β ∈ Qk,n. Misalkan

P = (pij) adalah suatu matriks permutasi (1, 2, · · · , n) dengan pij = δi,σ(j) dimana

σ(j) = n − j + 1, adalah entri pada baris ke-i kolom ke-j dari P , maka P juga

merupakan matriks nonsingular. Misalkan G = PAP , maka G juga matriks non-

singular karena P dan A adalah matriks nonsingular, yaitu det(PAP ) 6= 0.

Misalkan S = (sij) adalah matriks diagonal n × n dengan sii = (−1)i−1 untuk

i = 1, 2, · · · , n, sehingga S =


1 0 · · · 0

0 −1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · ±1

, dan misal B = SG−1S. Karena

det(A) < 0 maka det(G) < 0, sehingga det(B) < 0.

Dengan menggunakan Identitas Jacobi pada [1], dan α = (1, 2, · · · , n−1), maka

det(B[α]) = det(SG−1S[α]),

=
det(G[α]c)

det(G)
,

=
det(G[n])

det(G)
,

=
a11

det(A)
,

> 0.

Misal C = B + xEnn, jika dipilih x > − 1
a11

maka C adalah matriks TP dimana

Enn = (eij) adalah matriks unit dengan entri-entrinya 0 kecuali 1 pada enn. Oleh
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karena itu, C = L′D′U ′ dimana L′ adalah matriks segitiga bawah unit, U ′ adalah

matriks segitiga atas unit, dan D′ adalah matriks diagonal positif. Karena a11 < 0,

maka

B = C − xEnn
= L′D′U ′ − xEnn

=


1 0 · · · 0

121 1 · · · 0
...

...
. . .

...

ln1 ln2 · · · 1



d11 0 · · · 0

0 d22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · dnn




1 u12 · · · u1n
0 1 · · · u2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

− x


0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1



=


1 0 · · · 0

121 1 · · · 0
...

...
. . .

...

ln1 ln2 · · · 1



d11 0 · · · 0

0 d22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · dnn − x




1 u12 · · · u1n
0 1 · · · u2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1


= L′D′′U ′.

Karena D′ adalah matriks diagonal positif dan det(B) < 0, maka dnn − x < 0.

Perhatikan bahwa,

A = PGP,

= P (SB−1S)P

= P (S(L′D′′U ′)−1S)P,

= P (S(U ′)−1(D′′)−1(L′)−1S)P,

= P (S(U ′)−1I(D′′)−1I(L′)−1S)P,

= P (S(U ′)−1SS(D′′)−1SS(L′)−1S)P,

= P (S(U ′)−1SIS(D′′)−1SIS(L′)−1S)P,

= P (S(U ′)−1S)PP (S(D′′)−1S)PP (S(L′)−1S)P,

= [P (S(U ′)−1S)P ][P (S(D′′)−1S)P ][P (S(L′)−1S)P ],

= (PU ′′P )(PD′′′P )(PL′′P ),

= LDU,

dimana L adalah matriks TP segitiga bawah unit, U adalah matriks TP segitiga

atas unit, dan D adalah matriks diagonal dengan entri-entrinya positif kecuali entri

d11 negatif.

4. Sifat Matriks TNP Nonsingular Berdasarkan Minor

Sifat-sifat dari matriks TNP nonsingular berdasarkan minor dari matriks dapat

dilihat pada proposisi dan teorema di bawah ini.

Proposisi 4.1. [3] Jika A = (aij) adalah matriks TNP nonsingular n× n dengan

a11 < 0, maka det(A[1, α]) < 0 untuk semua α ⊂ {2, 3, · · · , n}.

Bukti. Karena A adalah matriks TNP nonsingular dengan a11 < 0, dan

berdasarkan Teorema 3.1 dan [2] maka minor leading principal dari matriks TNP
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nonsingular A adalah kurang dari 0, yaitu det(A[(1, 2, · · · , k)]) < 0 untuk k =

1, 2, · · · , n. Dengan kata lain det(A[1, α]) < 0 untuk semua α ⊂ {2, 3, · · · , n}.

Teorema 4.2. [3] Misal A = (aij) adalah matriks nonsingular berukuran n × n

dengan semua entrinya negatif kecuali untuk entri ann = 0. Maka A adalah matriks

TNP jika dan hanya jika untuk setiap k ∈ 〈n〉, ketaksamaan berikut berlaku:

det(A[α|(1, 2, · · · , k)]) ≤ 0,∀α ∈ Qk,n (4.1)

det(A[(1, 2, · · · , k)|β]) ≤ 0,∀β ∈ Qk,n (4.2)

det(A[(1, 2, · · · , k)]) < 0. (4.3)

Bukti. Misal A adalah matriks nonsingular berukuran n×n dengan semua entrinya

negatif kecuali untuk entri ann = 0.

(⇐) Misal ketaksamaan (4.1), (4.2), dan (4.3) berlaku, akan ditunjukkan A adalah

TNP.

Dari ketaksamaan (4.3) diperoleh submatriks leading principal A nonsingular,

sehingga berdasarkan [2] diperoleh A = LU . Karena A = LU , maka A dapat

difaktorkan menjadi A = LDU , yaitu suatu faktorisasi LDU dari A, dimana

D adalah matriks diagonal dengan entri-entri diagonalnya (−d11, d22, · · · , dnn)

dengan dii > 0, untuk i = 1, 2, · · · , n. Oleh karena itu dan dari ketaksamaan

(4.1), diperoleh

det(A[α|(1, 2, · · · , k)]) = det((LDU)[α|(1, 2, · · · , k)])

= det(L[α|(1, 2, · · · , k)])det(D[α|(1, 2, · · · , k)])

det(U [α|(1, 2, · · · , k)])

= det(L[α|(1, 2, · · · , k)])(−d11)d22 · · ·kk
det(U [α|(1, 2, · · · , k)])

≤ 0, ∀α ∈ Qk,n,

sehingga, det(L[α|(1, 2, · · · , k)]) ≥ 0 dan det(U [α|(1, 2, · · · , k)]) ≥ 0 yang meng-

akibatkan L dan U adalah matriks TP. Akibatnya matriks nonsingular A adalah

TNP.

(⇒) Misal A adalah TNP, akan ditunjukkan ketaksamaan (4.1), (4.2), dan (4.3) ter-

penuhi.

Ketaksamaan (4.1) dan (4.2) terpenuhi berdasarkan Definisi 2.2 dan ketak-

samaan (4.3), diberikan pada Proposisi 4.1.
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