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Abstrak. Suatu fungsi bijeksi f : V(G)UE(G) — {1,2,--- ,p+ q} dikatakan pelabelan
total (a,d)-sisi antiajaib pada graf G jika himpunan bobot sisi untuk semua sisi di G
yang dinotasikan dengan W = {w(zy)|lw(wz) = f(z) + f(zy) + f(y),zy € E(G)},
dapat ditulis sebagai W = {a,a + d,a + 2d,--- ,a + (¢ — 1)d} untuk suatu a > 0 dan
d > 0. Suatu pelabelan total (a,d) sisi anti-ajaib dari graf G dikatakan super apabila
F(V)={1,2,--- ,p}. Pada paper ini dikaji kembali makalah [5] yang membahas tentang
pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib super pada subdivisi graf bintang yang dinyatakan
dengan T'(n,n+2,n+5,2n+7,n5,- -+ ,ny), dimanan = 1 mod 2, ny, = 2m 3(n+3)+1
dan 5 <m < r.

Kata Kunci: Pelabelan total sisi antiajaib,graf bintang, subdivisi graf bintang

1. Pendahuluan

Suatu pelabelan dari graf G = (V, E) adalah suatu pemetaan bijektif dari V U E
ke himpunan bilangan asli. Apabila daerah asal dari pemetaan hanya himpunan
titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik. Apabila daerah asalnya hanya him-
punan sisi, maka pelabelan disebut pelabelan sisi. Apabila daerah asal merupakan
gabungan dari himpunan titik dan sisi, maka disebut pelabelan total.

Jumlah label yang terkait dengan elemen graf disebut dengan bobot. Misal ter-
dapat sisi e = xy di suatu graf G. Maka bobot sisi e adalah jumlah label sisi e
dan label titik = dan y. Misal terdapat titik x di suatu graf G, maka bobot titik x
adalah jumlah label titik x dan label semua sisi yang terkait dengan titik x. Graf
yang memiliki bobot sisi atau bobot titik yang sama disebut graf dengan pelabelan
ajaib. Graf yang memiliki bobot sisi atau bobot titik yang berbeda disebut graf
dengan pelabelan antiajaib.

Berikut adalah beberapa jenis pelabelan antiajaib untuk suatu graf G = (V, E)
dengan |V(G)| = p dan |E(G)| = q.

(1) Pelabelan sisi (a, d)-titik antiajaib.
Graf G dikatakan mempunyai pelabelan sisi (a, d)-titik antiajaib jika terdapat
bilangan bulat a > 0,d > 0 dan f; : E(G) — {1,2,-- , ¢}, sedemikian sehingga
himpunan bobot titik dari semua titik di G, yang dinotasikan dengan W; =
{wz)w(z) = fr(zy),zy € E(G)} dan xy merupakan sisi terkait pada titik
x, dapat ditulis sebagai W, = {a,a+d,a+2d,--- ,;a+ (p — 1)d}.
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(2) Pelabelan titik (a, d)-sisi antiajaib.
Graf G dikatakan mempunyai pelabelan titik (a,d)-sisi antiajaib jika terdapat
bilangan bulat a > 0,d > 0 dan f5 : V(G) — {1,2,--- , p}, sedemikian sehingga
himpunan bobot sisi dari semua sisi di G, yang dinotasikan dengan W, =
{w(zy)|w(zy) = fo(x) + f2(y), zy € E(G)}, dapat ditulis sebagai Ws = {a,a +
dya+2d,--,a+ (qg—1)d}.

(3) Pelabelan total (a,d)-titik antiajaib.
Suatu fungsi bijeksi f3 : V(G)UE(G) — {1,2,--- ,p+q} dikatakan mempunyai
pelabelan total (a,d)-titik anti ajaib pada graf (G) jika himpunan bobot titik
untuk semua titik di G yang dinotasikan dengan W3 = {w(z)|w(z) = f3(x) +
> fa(zy), zy € E(GQ)} dan xy merupakan sisi terkait pada titik z, dapat ditulis
sebagai W5 = {a,a+d,a+2d,--- ,a+ (p — 1)d} untuk suatu @ > 0 dan d > 0.

(4) Pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib.
Suatu fungsi bijeksi f4 : V(G) U E(G) — {1,2,--- ,p+ ¢} dikatakan pelabelan
total (a,d)-sisi antiajaib pada graf G jika himpunan bobot sisi untuk semua
sisi di G yang dinotasikan dengan W, = {w(zy)|w(wz) = fi(z) + fi(zy) +
fa(y),zy € E(G)}, dapat ditulis sebagai Wy = {a,a+d,a+2d,--- ,a+(q¢—1)d}
untuk suatu a > 0 dan d > 0.

Suatu pelabelan total (a,d) sisi anti-ajaib dari graf G dikatakan super apabila
f(V) = {172"" 7p}'

Graf bintang didefinisikan sebagai graf pohon dengan n + 1 titik yang memiliki
satu titik pusat ¢ berderajat n (d(c) = n) dan n titik lainnya berderajat 1, (1 =
d(vy) =d(vg) = --- = d(v,) = 1), titik ¢ saling bertetangga dengan n titik lainnya.
Graf bintang dilambangkan dengan K .

2. Pelabelan Total (a, d)-Sisi Pada Subdivisi Graf Bintang

Misalkan terdapat suatu graf bintang K;, dan n; > 1,1 < ¢ < 7, » > 2. Suatu
subdivisi graf bintang T'(ny, ne, - - - ,n,) adalah graf pohon yang didapatkan dengan
memberikan n; —1 titik ke setiap sisi ke-i dari graf bintang K4 .. Definisikan V(G) =
{c}U{ali|l <i<r1 <l <ng}dan B(G) = {cx}]l <i<ryu{zbizbi™1 <i<
r;1 <1l; <n;_q1} untuk G = T(ny,ng, - ,n,). Dapat dilihat bahwa p = |V(G)| =

n; + 1 dan ¢ = |E(G)| = > n,.
i=1

i=1

Teorema 2.1. [5] Misalkan a1 dan ay dinotasikan sebagai bobot sisi terkecil pada
pelabelan total (a,d) sisi antiajaib super dan untuk r > 5 dan n = 1 mod 2. Maka
G = T(ni,ng2,ng,ng,ns, -+ ,n.) mempunyai pelabelan total (ay,0)-sisi antiajaid
super dengan a; = p+ q+ s dan pelabelan total (as,2)-sisi antiajaid super dengan

az =p+s+1, dimanap = |V(G)|, ¢ = |E(G)|, s = 222 4 25[2’"_4(714—3) +1],

ny=mn,me =n+2n3 =n+5ng =2n+7dan n, = 2" 3(n+3) + 1 untuk
5 <m<r.

Bukti. Jika p = |[V(G)| dan ¢ = |E(G)| maka p = (5n+15)+ > 2™ 3(n+3) +1]

m=>5
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Gambar 1. Subdivisi Graf Bintang T'(n1,n2,ns3, - ,nr)

dan ¢ = p — 1. Misalkan pelabelan menggunakan 1 < [; < n; dan 1 < ¢ < 7.
Definisikan A : V(G) — {1,2,3,--- ,p}.

Akan dikonstruksikan pelabelan titik (a, 1)-sisi antiajaib sebagai berikut. Untuk
label titik pusat didefinisikan sebagai berikut:

Ae)=(Bn+9)+ > 2" *(n+3) +1].
m=>5
Sementara untuk label titik-titik lainnya didefinisikan sebagai berikut.
Kasus 1. [; = 1 mod 2.
Untuk 1 <i <2,

21 l
AMu) = { 2 untuk w = @y

ntd+is _ ol
52 untuk u = @y
Untuk ¢ = 3,
n+3 _ 1
AMu) = 37%+1’271 ntul e = x?e,
sros=a untuk u = xy
Untuk 7 = 4,

AMu) ={ 75"“28*14, untuk v = '

Untuk 5 <7 <7,

4
Ma) = 2500 + 50 274 (n+3) + 1] = B3t

m=>5

Kasus 2. [; = 0 mod 2 dan o = 22217 4 25[2’”_4(11 +3) +1].
Untuk + = 1,2, 3,4,

—
(V]

LhL—

(a+251) — b2 untuk u = a¥
Au) = (a+ "3y 4+ 220 untuk u = 2%
(a+ 250y — L2 yntuk u = 2
(a+ 2318y L2 ynpuk u = o

dan untuk 5 <i <r,
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Aah) = (a+ 32513) 4+ 3 [2m=4(n + 3)] - L52,
m=>5
Dari konstruksi pelabelan titik di atas didapatkan himpunan bobot sisi yang mem-
bentuk suatu barisan bilangan bulat {(a+1)+1,(a+1)+2,--- ,(a+1) + ¢} dan
s = (a+1)+1. Dengan demikian didapatkan pelabelan titik (s, 1)-sisi antiajaib dan
bobot sisi terkecil dari pelabelan titik ini adalah s. Selanjutnya untuk mendapatkan
pelabelan total akan diberikan label pada setiap sisi, label sisi dimulai dari p + 1.

Akan ditunjukkan bahwa terdapat pelabelan total (aj,0)-sisi antiajaib super
dengan cara memberikan label sisi terbesar p 4+ ¢ pada sisi yg memiliki bobot sisi
terkecil s pada pelabelan titik (s,1)-sisi antiajaib, hingga label sisi terkecil p +
1 diberikan pada sisi yg memiliki bobot sisi terbesar s + ¢ — 1. Jadi didapatkan
himpunan bobot sisi {s+p+gq,s+p—+q,- - ,s+p—+q} yang menunjukkan pelabelan
total (ap,0)-sisi antiajaib super dengan a; = s+ p + q.

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa terdapat pelabelan total (as,2)-sisi antiajaib
super dengan cara memberikan label sisi terkecil p + 1 pada sisi yg memiliki bobot
sisi terkecil s pada pelabelan titik (s, 1)-sisi antiajaib, hingga label sisi terbesar p+g¢
diberikan pada sisi yang memiliki bobot sisi terbesar s 4+ ¢ — 1. Jadi didapatkan
himpunan bobot sisi

{s+p+1l,s+p+1+2,s+p+1+4,---,s+p+1+2(¢—1)},

yang menunjukkan bawhwa terdapat elabelan total (ag,2)-sisi antiajaib super de-
ngan ap = s+ p+ 1. O

Teorema 2.2. [5] Untuk r > 5,n = 1 mod 2 dan p = |V(G)| genap, G =
T(ni,n2,m3, N4, N5, ,Ny) mempunyaz' pelabelan total (a, 1)-sisi antiajaib super de-

ngan a = s+ 32, dimana s = 2321 4 Z [2m=%(n+3)+1], ny =n,ng = n+2,n3 =

n+5,n4 =2n+7 dan ny, = 2™ 3(n+3)+1 untuk 5 <m < r.

Bukti. Pengkonstruksian pelabelan titik dilakukan dengan cara yang sama seperti
Teorema 2.1. Maka didapatkan pelabelan titik (s, 1)-sisi antiajaib. Akan dikonstruk-
sikan pelabelan sisi sehingga diperoleh pelabelan total (a,1)-sisi antiajaib super
pada subdivisi graf bintang T'(n,n + 2,n+ 5,2n + 5,n5,- -+ ,n,) tersebut.

Notasikan himpunan bobot sisi dari pelabelan titik sebagai A = {a;,1 <1i < ¢},
sementara himpunan label sisi dinotasikan sebagai B = {b;,1 < j < ¢}, dimana
b; = p+ j. Kemudian didefinisikan himpunan bobot sisi pelabelan total adalah

C = (C; U (5, dimana
qg+1

Cy ={az,-1+bgit1,1 <i < —— 2 )
Cz—{dgj—i-bq 1 ]+1,1<]< 1}

Bobot sisi pelabelan total Cy = {ag; + b%l 1<5< qT — 1} adalah:

—j++ =J =

—1 -1
{a2+b%17a'4+b‘1%1_17 e aa/q—1+b1} = {8+1+p+q 2 78+2+qTa e 75+(q_1)+p}5
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dimana

—1 —2
s+1+p+q7:s+1+p+pT7
2 +p—2+2

:Hw,

3p

_s—‘,-?’

stq—l+p=s+p—-2+p,
=5+4+2p—2,

3p  q+1

= —_— 4 — — 2.
s+2—|- 5

Dari bobot sisi diatas diperoleh himpunan bobot sisi dari pelabelan total Cy adalah
3p 3p 3p  q+1
or 2 g LT LR 1
{8+2,s+2+, st o+ }

Untuk bobot sisi pelabelan total Cy = {ag,—1 + bg—i+1,1 < i < %1} adalah:

qg+1
{a1tbg, as+bg—1, -+ agtbas 1} = {s+ptg, stptatl, - s+(g=1)+ptg————+1},

dimana
st+ptg=s+2p—1,
3p q+1
= _— _1
+2+ 2
+1 +1
s+(q—1)+p+q—qT+1:8+p+2q—qT,
p
= 3p—2—=
5+ 9p 9
3
:s—i——p—&—p—27
2
3
:s-l—?p—&-(q—l).
Himpunan bobot sisi dari pelabelan total C; adalah
3p  q+1 3p  q+1 3p
e T L T L or — 1)\
s+5+— st ot st 5+ (e- 1))

Dari himpunan bobot sisi C7 dan C5 didapatkan himpunan bobot sisi yang
membentuk barisan dengan nilai beda d = 1, yaitu

3p 3p 3p q+1 3p q+1 3p q+1 3p

27 eC T e A L I SN NPT (T S 2F L (g—1)Y.
{s+2,s+2+, 5t ot 2,s+2+ 5 I T ,s+2+(q )}

Dari himpunan bobot sisi diatas dapat ditunjukkan bahwa subdivisi graf bintang
T(n,n+2,n+5,2n+7,ns, - ,n,) dimana n = 1(mod2),n,, = 2™ 3(n+3)+1 dan

5 <'m < r memiliki pelabelan total (a, 1)-sisi antiajaib super dengan a = s + 3—5’.[1

Contoh 2.3. Perhatikan subdivisi graf bintang T'(n,n+2,n+5,2n+7,ns5,--- ,n;.)
dengan n = 3 dan r = 6 maka n; = 3, no =5, ng = 8, ng = 13, nsg = 25 dan ng =
49 sehingga diperoleh subdivisi graf bintang T'(3,5,8,13,25,49) dengan p = 104
dan ¢ = 103. Pada Gambar 2 diberikan subdivisi graf bintang 7'(3, 5, 8,13, 25,49),
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%2 4 .5 6 r
X0 X' K XX Xkt
) 2
Xp X3
Xq Xa!
N '
x
! 2 3 s 5 6 r ] 9 10 " 12 g m
AR 7SRO S P P L LR VA VL AL ) 4
c
3 2 3 ? Radiee »
x5! X5 x5 X X X X5 X x® X Xt %"
Xs.
2 AR b
xe? %%t kB % oxt x % % x %" xs' xs
4 & Gl 9 11 1 18
xS Mkt K T X X %0 x| kP e X" X x® xg Ka© xg®
as % s s 2 2 3 w2 g
X5 %©x ke oxe Xl el Mo x %t x 2 xS X X )T X X
a7] a8 39 40 41 42 43 a4 45 46 AT 48 49
%] X6 X Xs X %0 XD X Xp %t X ox® X

Gambar 2. Subdivisi Graf Bintang 7'(3, 5, 8, 13, 25, 49)

1 5 58 6
203
207 55 204 9 61
& 8 80 7
P 148’ 00 149 150
155 53 .
2 3 51 202
" 59
206 205 {54
104 _ 156 16 68 15 67 14 66
180 199 193 v @743 9 144
[ 41 &
63 11
o 55 10 64 12 4
a7 98 5 197 9%
57 29
68 & 28 79 27 78 26 77 25
81 130 8 131 8 132 8 133
52 06
79
e 72 21 73 22 74 23 75 24
i 137 188 136 L) 135 186 134 185
: 89
al 70
19 18 69
107 2 7
51 138 190 9 191 &y 9

Gambar 3. Pelabelan total (212, 1)-sisi antiajaib super subdivisi graf bintang 7°(3, 5, 8,13, 25, 49)

sementara pada Gambar 2.3 diberikan pelabelan total (212, 1)-sisi antiajaib super
pada subdivisi graf bintang T'(3, 5, 8,13, 25, 49).

Himpunan bobot sisi dari pelabelan total (as,1)-sisi antiajaib super pada
subdivisi graf bintang 7'(3,5,8,13,25,49) dapat ditulis sebagai barisan berikut:
{212,213, --- ,314}. Berdasarkan himpunan bobot sisi tersebut diperoleh pelabelan
total (212, 1)-sisi antiajaib super pada subdivisi graf bintang 7'(3, 5, 8,13, 25, 49).
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3. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah ditunjukkan kembali bahwa terdapat pelabelan total (aq,0)
sisi antiajaib super pada subdivisi graf bintang T'(n,n+2,n+5,2n+7,ns5,--- ,n;)
untuk » = 1 mod 2 dan n,, = 2™ 3(n + 3) + 1, dimana 5 < m < r dengan
a1 = s + p + q. Selanjutnya, telah ditunjukkan kembali bahwa terdapat pelabelan
total (ag,2) sisi antiajaib super pada subdivisi graf bintang T'(n,n + 2,n + 5,2n +
7,m5, - ,n,) untuk n = 1 mod 2 dan n,, = 2™ 3(n + 3) + 1, dimana 5 < m < r
dengan as = s+p+1. Yang terakhir, pelabelan total (a3, 1) sisi antiajaib super pada
subdivisi graf bintang T'(n,n+2,n+5,2n+ 7,n5,-- ,n,) untuk n = 1 mod 2 dan
Ny = 2™73(n+3) + 1, dimana 5 < m < r dan p genap dengan a3 = s+ 37”, dimana

P=IV(@|= X nitlq=|BG)| = X dans =252 4 3 "4 n+3)+1].
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