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Abstrak. Untuk suatu graf terhubung nontrivial G, ¢ : V(G) — N adalah suatu
pewarnaan titik di G, yang mana titik-titik yang saling bertetangga dapat diwarnai
dengan warna yang sama. Untuk suatu titik v € V(G), himpunan warna lingkungan
NC(v) adalah himpunan yang berisikan warna dari lingkungan v. Pewarnaan c dise-
but suatu himpunan pewarnaan jika NC(u) # NC(v) untuk setiap pasangan titik u,v
yang bertetangga di G. Bilangan minimum dari warna-warna yang dibutuhkan dari su-
atu pewarnaan c disebut bilangan kromatik himpunan xs(G). Pada makalah ini akan
dikaji kembali bahwa setiap graf k-colorability himpunan merupakan suatu masalah NP-
complete dengan suatu transformasi kedalam k-colorability, sehingga bilangan kromatik
himpunan xs dapat ditentukan dalam waktu polinomial. Dari ketiga kelas graf sempurna
yang digunakan dalam tulisan ini, yaitu graf chordal, graf split, dan graf threshold, hanya
graf threshold yang bilangan kromatiknya bernilai sama dengan bilangan kromatik him-
punannya. Selanjutnya pada tulisan ini juga telah ditunjukkan bahwa, jika G adalah
graf threshold, maka bilangan kromatik himpunan xs(G) dapat dihitung secara efisien
dalam waktu polinomial.
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1. Pendahuluan

Didefinisikan dalam [2]
N, ={1,2,....k}

untuk setiap k adalah bilangan bulat positif. Untuk suatu graf terhubung nontrivial
G, ¢: V(G) — Ny merupakan suatu pewarnaan titik di G dimana titik-titik yang
bertetangga boleh diwarnai dengan warna yang sama. Untuk suatu himpunan S C
V(G), didefinisikan himpunan ¢(S) dari warna-warna di S dengan

c(S) ={c(v) :v e S}

untuk suatu titik v di G. Misal N(v) merupakan lingkungan dari v, himpunan
warna lingkungan NC(v) = ¢(N(v)) adalah himpunan yang berisikan warna dari
lingkungan v. Pewarnaan ¢ disebut suatu himpunan pewarnaan, jika NC(u) #
NC(v) untuk setiap pasangan u,v € V(G) di G.

Dalam paper ini dibangun NP-Completeness dari kajian bilangan kromatik him-
punan dan akan dicari kelas dari graf sempurna, yang mana bilangan kromatik
himpunan dapat dihitung secara efisien untuk setiap anggota dari kelas tersebut.
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2. Himpunan Pewarnaan pada Graf Sempurna

Dalam [1] telah dibuktikan bahwa x(G) < x(G) untuk setiap graf G. Salah satu
kelas dari graf sempurna adalah graf bipartit, dimana bilangan kromatik himpunan
dapat ditentukan secara efisien.

Misalkan graf G dengan v € V(G) adalah suatu graf k-colorability himpunan,
dimana k € ZT. Apakah terdapat suatu pemetaan ¢ : V — Nj dengan c adalah
suatu k-pewarnaan himpunan dari G, dimana NC(u) # NC(v)?

Teorema berikut mengkaji bahwa k-colorability sebagai kasus terbatas dari k-
colorability himpunan.

Teorema 2.1. Graf k-colorability himpunan merupakan suatu masalah N P-
complete.

Bukti. Setiap contoh dari graf k-colorability himpunan dapat menjadi suatu con-
toh dari graf k-colorability dengan pembatasan bahwa pewarnaan ¢, yang mana
¢ : V(G) — Ny itu sendiri merupakan suatu pewarnaan sejati. Pewarnaan c
memperlihatkan bahwa k-pewarnaan sejati dari suatu contoh (G, k) pada graf k-
colorability adalah korespondensi satu-satu dengan k-pewarnaan himpunan dari
G yang memenuhi pembatasan tersebut. Karena setiap graf k-colorability him-
punan dengan pembatasan adalah merupakan suatu graf k-colorability, sedangkan
k-colorability merupakan suatu masalah NP. Oleh karena itu, graf k-colorability
himpunan dapat ditransformasi ke dalam graf k-colorability, sedemikian sehingga
graf k-colorability himpunan adalah NP-complete. O

Menentukan bilangan kromatik himpunan x,(G) pada graf sempurna tidak lebih
mudah dari pada menentukan bilangan kromatik x(G) yang dapat dihitung dalam
waktu polinomial untuk setiap kelas pada graf sempurna. Dalam [2] dijelaskan
bahwa jika graf G adalah anggota dari suatu kelas pada graf sempurna, dan apabila
graf G tersebut bisa menunjukkan bahwa x(G) = x(G) untuk setiap anggota dari
kelas tersebut, maka x(G) dapat dihitung secara efisien untuk setiap graf dalam
kelas tersebut dengan menggunakan suatu algoritma untuk menghitung x(G).

Dalam hal ini akan digunakan anggota dari dua kelas graf, yaitu graf chordal
dan graf split. Kedua kelas ini saling berhubungan, yang mana setiap graf split
adalah graf chordal.

Graf G pada Gambar 1 adalah suatu graf split. Pada Figure 1 (a), terdapat
suatu pewarnaan sejati dengan bilangan kromatiknya, x(G) = 4. Sedangkan pada
Gambar Figure 1 (b) terdapat pewarnaan ¢, ¢ : V. — Ny, yang menunjukkan 3-
pewarnaan himpunan, dengan bilangan kromatik himpunannya, ys(G) = 3. Maka
diperoleh bahwa x(G) = 3 < 4 = x(G).

Karena graf split tidak memenuhi x,(G) = x(G), maka ambil satu contoh kelas
dari suatu kelas pada graf sempurna dimana bilangan kromatik himpunan dapat di-
hitung dalam waktu polinomial dan memenuhi x,(G) = x(G) untuk setiap anggota
kelas tersebut. Dalam hal ini, akan dicoba dengan menggunakan suatu graf yang
masih berhubungan dengan graf split, yaitu graf threshold.[3]

Berikut adalah definisi graf threshold yang diberikan oleh Gera [2], Misal dy = 0,
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Gambar 1. Graf split G dengan xs(G) =3 < 4 = x(G)

dan misal 0; < d < ... < J;, adalah derajat titik positif berbeda di G. Untuk setiap
i, dimana 0 < 4 < k, didefinisikan V; = {v € V : deg(v) = ;}. Graf G dikatakan
sebagai suatu graf threshold jika dan hanya jika untuk semua v € V; dan v € Vj,
wv € E jika dan hanya jika ¢ +j > k. Jika u € V;, v € V}, dan ¢ < j, maka
N(u) —v C N(v) — u, dengan persamaan jika dan hanya jika i = j.

Pada Gambar 2, dimana §; untuk 1 < ¢ < 6,V; = {v;},Va = {vs},V3 =
{vg,v5},Va = {v3},V5 = {va}, dan V5 = {v1}. Pemetaan ¢ : V(G) — N4 meru-
pakan suatu pewarnaan sejati dan 4-pewarnaan himpunan.
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Gambar 2. Graf threshold G dengan xs(G) = 4 = x(G)

Teorema 2.2. Untuk setiap graf threshold G, berlaku xs(G) = x(G).

Bukti. Misalkan G = (V, E) adalah graf threshold. Karena xs(G) < x(G) berlaku
untuk sebarang graf, maka cukup ditunjukkan bahwa x:(G) > x(G). Karena G
adalah suatu graf split, maka V dapat dipartisi menjadi V' = {K, S}, dimana K
suatu himpunan clique dan S adalah himpunan bebas. Karena G adalah sempurna,



4 Elza Zuriawan

maka x(G) = w(G@) = |K|. Asumsikan suatu kontradiksi, misal |K| = k — 1, maka
terdapat suatu pemetaan ¢ dimana

c:V = Nip_4

Karena ¢ menggunakan paling sedikit k¥ warna, maka terdapat suatu subset tidak
kosong X dari K yang mana untuk setiap titik v € K, v € X jika dan hanya jika
terdapat suatu titik w € K — v dengan c(v) = c(w). Misal X = {21, 29, ..., 21},
dimana deg(z1) < deg(z2) < ... < deg(x;). Maka 2 <1 <k dan |[¢(K)| >k -1+ 1.

Karena ¢(K) C NC(x) C Nj_1 untuk setiap € X dan tidak ada dua titik di
X yang mempunyai himpunan warna ketetanggaan yang sama, maka N(z)()S #
N(y) (S untuk setiap dua titik z,y € X. Oleh karena itu, N(z)—{y} # N(y)—{z},
artinya tidak ada dua titik pada X yang mempunyai derajat yang sama, selanjutnya
diperoleh bahwa jika ¢ < j maka N(z;) (S C N(z;)(S. Ini berarti

C(K) - NC(.IIl) C NC(JEQ) C...C NC(JCI) C Ni_1

Karena |c¢(K)| > k — [ + 1, maka tidak diperoleh himpunan pewarnaan c. Oleh
karena itu, haruslah x,(G) > k = x(G). |
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