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Abstrak. Sebaran Binomial Negatif adalah salah satu peubah acak disktret yang ter-

bentuk dari percobaan Bernoulli. Pada paper ini akan ditentukan karakterisasi dari se-
baran Binomial Negatif. Karakterisasi tersebut terdiri dari fungsi kepadatan peluang,

nilai harapan, variansi, skewness, kurtosis, fungsi pembangkit momen dan fungsi karak-

teristik.

Kata Kunci : Sebaran binomial negatif, nilai harapan, variansi, skewness, kurtosis, fungsi

pembangkit momen, fungsi karakteristik

1. Pendahuluan

Distribusi Binomial Negatif merupakan distribusi yang memiliki banyak cara dalam

penurunannya, salah satunya adalah sebagai salah satu percobaan Bernoulli yang

dibutuhkan sampai terjadi k buah sukses, dengan setiap pengulangannya saling

bebas dimana probalitasnya gagal yaitu 1− p dan probabilitas sukses p.

Jika peubah acak X menyatakan jumlah percobaan yang dibutuhkan sampai

terjadi k sukses, maka distribusi probabilitas peubah acak X disebut berdistribusi

Binomial Negatif dengan fungsi probabilitas sebagai berikut

P (X = x) =

(
x− 1

r − 1

)
pr(1− p)x−r, (1.1)

dimana x = r, r + 1, r + 2, · · · dan 0 ≤ p ≤ 1.

Distribusi probabilitas dari peubah acak X dapat dinotasikan menjadi bentuk

lain, dengan menggunakan tranformasi Y = X − r, dimana Y menyatakan jumlah

kegagalan sebelum terjadi k sukses. Distribusi probabilitas dari peubah acak Y

adalah

P (Y = y) =

(
r + y − 1

y

)
pr(1− p)y, (1.2)

dimana y = 0, 1, 2, · · · dan 0 ≤ p ≤ 1. Distribusi Binomial Negatif dapat juga

didefinisikan dengan menggunakan fungsi Gamma sebagai pengganti kombinasi(
r + y − 1

y

)
yaitu

(
−r
y

)
=

(r + y − 1)(r + y − 2) · · · (r)
y!

=
Γ(r + y)

y!Γ(r)
, (1.3)
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sehingga

P (Y = y) =

(
r + y − 1

y

)
=

Γ(r + y)

y!Γ(r)
pr(1− p)y. (1.4)

Distribusi Binomial Negatif juga dibangkitkan dari sebaran Poisson dengan parame-

ter λ dan λ juga merupakan sebuah peubah acak yang menyebar menurut distribusi

Gamma (r, p/(1− p)) [7]. Hal ini dapat dilihat pada penjabaran berikut

f(k) =

∫ ∞
0

fPoisson(λ)(k)fGamma(r, p
(1−p) )

(λ)dλ,

=

∫ ∞
0

λk

k!
e−λλr−1

e
−λ(1−p)

p(
p

1−p

)r
Γ(r)

dλ,

=
(1− p)rp−r

k!Γ(r)

∫ ∞
0

λr+k−1e
−λ
p dλ,

=
(1− p)rp−r

k!Γ(r)
pr+kΓ(r + k),

=
Γ(r + k)

k!Γ(r)
(1− p)rpk. (1.5)

2. Karakterisasi Sebaran Binomial Negatif

Jika X merupakan peubah acak yang berdistribusi Binomial Negatif yang memiliki

fungsi kepekatan peluang

P (X = x) =

(
r + x− 1

x

)
pr(1− p)x, (2.1)

dimana x = 0, 1, 2, · · · dan 0 ≤ p ≤ 1.

Nilai harapan dari peubah acak X adalah

E(X) =
r(1− p)

p
. (2.2)

Momen kedua dari peubah acak X adalah

E(X2) =
r(1− p)(1 + r(1− p))

p2
, (2.3)

sehingga nilai variansi dari peubah acak X diperoleh

V ar(X) =
r(1− p)
p2

.

Adapun fungsi pembangkit momen dari peubah acak X, diperoleh dengan cara

sebagai berikut

MX(t) =

(
p

(1− (1− p)et)

)r
. (2.4)
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Dengan menggunakan fungsi pembangkit momen diperoleh nilai Skewness dari se-

baran Binomial Negatif sebagai berikut.

Skew[X] =
E[(X − µ)3]

σ3

=
p2

(qr)
1
2

[
h1 − 3

qr(1 + qr)

p2
+ 2

q2r2

p2

]
(2.5)

dimana

h1 = (r − 1)(r − 2)
q2

p2
+ 3(r − 1)

q + 2pq2

p2
+

1 + 6q

p
+ 4q + 6q2.

dan nilai Kurtosis dari peubah acak sebaran Binomial Negatif adalah

Kurt[X] =
p3

qr
[h2 − 4

qr

p
h1 + 6

(qr)3(1 + qr)

p2
− 3

(qr)3

p3
]. (2.6)

dimana

h2 = (r − 1)(r − 2)(r − 3)
q3

p3
+ 6(r − 1)(r − 2)

q2

p
(1 + 2pq),

+4(r − 1)
q

p
[1 + 6q) + 4q + 6q2] +

1 + 15q + 42q2

p
+ 8q + 12q2 + 24q3.

3. Fungsi Karakteristik Sebaran Binomial Negatif

Fungsi Karakteristik merupakan fungsi yang selalu ada dimiliki oleh suatu peubah

acak baik diskrit atau kontinu. Fungsi karakteristik dapat digunakan untuk mem-

buktikan teorema-teorema yang penting dalam statistika, salah satunya adalah un-

tuk membuktikan keterbagian tak hingga suatu sebaran. Pada Lukacs [5] terdapat

beberapa sifat-sifat dari fungsi karakteristik sebagai berikut.

Proposisi 3.1. Misalkan ϕX(t) merupakan fungsi karakteristik peubah acak X,

maka ϕX(0) = 1.

Proposisi 3.2. Fungsi karakteristik ada untuk sebarang sebaran.

Proposisi 3.3. Misalkan X suatu peubah acak dengan fungsi karakteristik ϕX(t),

maka fungsi karakteristik dari −X adalah sekawan dari fungsi karakteristik ϕX(t)

atau dituliskan dengan ϕX(t).

Proposisi 3.4. Fungsi karakteristik ϕX(t) adalah kontinu seragam.

Proposisi 3.5. Misalkan X suatu peubah acak maka, fungsi karakteristik dari a+

bX adalah eitaϕX(bt).

Fungsi karakteristik dari peubah acak X yang berdistribusi Binomial Negatif

dapat dirumuskan sebagai berikut

ϕX(t) = E(eitX)

=

∞∑
x=0

eitx
(
r + x− 1

x

)
pr(1− p)x

= pr
∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
((1− p)eit)x.
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Misalkan 1− p∗ = (1− p)eit, maka

= pr
∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
(1− p∗)x (p∗)r

(p∗)r
,

=
pr

(p∗)r

∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
(1− p∗)x(p∗)r,

=
pr

(1(1− p)eit)r
,

=

(
p

(1− (1− p)eit)

)r
.

Akan ditunjukkan fungsi karakteristik ϕX(t) memenuhi sifat-sifat fungsi karak-

teristik berikut.

Sifat 3.6. Misalkan ϕX(t) =
(

p
(1−(1−p)eit)

)r
maka ϕX(0) = 1.

Penjelasan. Perhatikan bahwa

ϕX(t) =

(
p

(1− (1− p)eit)

)r
,

ϕX(0) =

(
p

(1− (1− p)e0)

)r
,

=

(
p

p

)r
,

= 1.

Sifat 3.7. Misalkan X suatu peubah acak dengan fungsi karakteristik ϕX(t), maka

fungsi karakteristik dari −X adalah sekawan dari fungsi karakteristik ϕX(t) atau

dituliskan dengan ϕX(t).

Penjelasan. Fungsi karakteristik peubah acak −X adalah

ϕ−X(t) = E(e−itX)

=

∞∑
x=0

e−itx
(
r + x− 1

x

)
pr(1− p)x,

= pr
∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
((1− p)e−it)x.

Misalkan 1− p∗ = (1− p)e−it, maka

= pr
∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
(1− p∗)x (p∗)r

(p∗)r
,

=
pr

(p∗)r

∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
(1− p∗)x(p∗)r,

=
pr

(1(1− p)e−it)r
,

=

(
p

(1− (1− p)e−it)

)r
.
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Sifat 3.8. Fungsi karakteristik ϕX(t) =
(

p
(1−(1−p)eit)

)r
adalah kontinu seragam.

Penjelasan. Misalkan ϕX(t) =
(

p
(1−(1−p)eit)

)r
dan h = s− t dimana s > t, maka

akan ditunjukkan setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian sehingga |ϕX(s)−ϕX(t)| <
ε untuk |s− t| < δ. Perhatikan bahwa

|ϕX(s)− ϕX(t)| =
∣∣∣∣( 1

1− (1− p)eis

)r
−
(

1

1− (1− p)eist

)r∣∣∣∣ ,
=

∣∣∣∣∣(
∞∑
m=0

(1− p)eis)mr − (

∞∑
m=0

(1− p)eit)mr
∣∣∣∣∣ ,

=

∣∣∣∣∣(
∞∑
m=0

(1− p)ei(h+t))mr − (

∞∑
m=0

(1− p)eit)mr
∣∣∣∣∣ .

Untuk h→ 0 maka |ϕX(s)− ϕX(t)| → 0 dimana |s− t| → 0. Hal ini menunjukkan

δ bergantung pada ε dimana |ϕX(s)− ϕX(t)| < ε untuk |s− t| < δ.

Sifat 3.9. Misalkan X suatu peubah acak, maka fungsi karakteristik dari a + bX

adalah eitaϕX(bt).

Penjelasan. Perhatikan bahwa

ϕa+bX(t) = E(eit(a+bX))

=

∞∑
x=0

eitaeitbx
(
r + x− 1

x

)
pr(1− p)x,

= eitapr
∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
((1− p)eitb)x.

Misalkan 1− p∗ = (1− p)eitb, maka

= eitapr
∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
(1− p∗)x (p∗)r

(p∗)r
,

= eita
pr

(p∗)r

∞∑
x=0

(
r + x− 1

x

)
(1− p∗)x(p∗)r,

= eita
pr

(1(1− p)eitb)r
,

= eita
(

p

(1− (1− p)eitb)

)r
,

= eitaϕX(bt).
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