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Abstrak. Dalam artikel ini didefinisikan ruang topologi lembut kabur yang merupakan
generalisasi dari teori ruang topologi atas suatu himpunan lembut kabur. Selain itu
juga didefinisikan titik interior lembut kabur, himpunan ketetanggaan lembut kabur,
dan himpunan penutup lembut kabur. Dari definisi-definisi tersebut diperoleh beberapa
hasil terkait.
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1. Pendahuluan

Sebagian besar metode matematika klasik yang ada dirancang untuk menyelesaikan
permasalahan di bidang komputer dan pemodelan yang bersifat tepat. Sedangkan
terdapat berbagai permasalahan dalam bidang ekonomi, teknik, lingkungan, serta
permasalahan dalam kehidupan sosial lainnya yang tidak bisa diselesaikan hanya
dengan mengandalkan metode matematika klasik, hal ini dikarenakan berbagai keti-
dakpastian dan kesamaran yang muncul dari permasalahan tersebut, sehingga dibu-
tuhkan suatu alat matematika yang dapat dihadapkan pada ketidakpastian dan
kesamaran ini.

Suatu teori yang dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan ketidak-
pastian dan kesamaran ini adalah teori himpunan kabur yang diperkenalkan per-
tama kali oleh Zadeh [6]. Suatu himpunan kabur digambarkan oleh fungsi keang-
gotaannya dimana fungsi ini memiliki nilai antara nol dan satu. Molodtsov [3] mem-
perkenalkan teori himpunan lembut sebagai suatu alat matematika yang juga dapat
dihadapkan pada masalah ketidakpastian dan kesamaran.

Teori himpunan lembut kabur yang merupakan kombinasi dari himpunan kabur
dan himpunan lembut diperkenalkan pertama kali oleh Maji [2]. Banyak peneliti
yang berusaha mengembangkan teori ini dan memberikan beberapa teori baru
seperti aplikasi himpunan lembut kabur pada teori grup, dasar-dasar himpunan
lembut kabur dan sistem ketetanggaan himpunan lembut kabur.

Pada artikel ini, didefinisikan ruang topologi lembut kabur yang merupakan
generalisasi dari teori ruang topologi atas suatu himpunan lembut kabur, serta
didefinisikan juga titik interior lembut kabur, himpunan ketetanggan lembut kabur,
dan himpunan penutup lembut kabur.
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2. Landasan Teori

Pada bagian ini diberikan definisi dari himpunan lembut kabur, ruang topologi,
himpunan penutup serta titik interior.

Definisi 2.1. [5] Misalkan A adalah sub-himpunan dari E, (fa, E) didefinisikan
sebagai suatuy himpunan lembut kabur di (U, E) dengan

(fa, E) ={(e; fa) ;e € E }

dimana fa : E — IV adalah suatu pemetaan dengan fa(e) = KGar K, = O jika
e€ E— Adan p§, # O jika e € A dengan O(u) = 0 untuk setiap u € U.

Definisi 2.2. [4] Misalkan X adalah suatu himpunan tak kosong dan misalkan
7 C p(X) dimana p(X) adalah himpunan kuasa (power set) dari X. Maka T
dikatakan suatu topologi di X jika memenuhi kondisi berikut:

(i) 0,X €.
(i) Gabungan sebarang dari anggota T adalah anggota .
(iii) Irisan dari setiap dua anggota T adalah anggota 7.

Anggota-anggota T disebut himpunan terbuka dan misalkan A adalah sebuah sub-
himpunan dari X maka A disebut himpunan tertutup jika komplemen A adalah
himpunan terbuka. Pasangan (X, 7) disebut ruang topologi.

Definisi 2.3. [4] Misalkan (X, 7) adalah suatu ruang topologi dan misalkan A
adalah sebuah sub-himpunan dari X. Himpunan penutup (closure set) dari A
yang dinotasikan oleh A~ didefinisikan sebagai irisan dari semua subhimpunan-
subhimpunan tertutup dari X yang memuat A.

Definisi 2.4. [/] Misalkan A adalah sebuah sub-himpunan dari suatu ruang topologi
(X, 7). Sebuah titik x € A disebut suatu titik interior dari A jika terdapat sebuah
himpunan terbuka B sedemikian sehingga x € B C A. Himpunan semua titik-titik
interior dari A dinotasikan dengan A° dan A° disebut interior dari A.

3. Ruang Topologi lembut Kabur

Berikut ini diberikan beberapa definisi dan hasil-hasil terkait ruang topologi lembut
kabur.

Definisi 3.1. [5] Misalkan (fa, E) adalah suatu himpunan lembut kabur di (U, E)
dan 77 adalah koleksi dari subhimpunan-subhimpunan dari (fa,E), maka 7y
dikatakan suatu ruang topologi lembut kabur di (fa,E) jika memenuhi kondisi
berikut:

(1) (¢7E)7 (fA,E) € Tf.
(2) Jika (fi,, E) € 7y, maka U;(fi,,E) € 5.
(8) Jika (ga,E), (ha,E) € 77, maka (ga,E) N (ha,E) € 15.
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Pasangan tiga terurut (fa, E, 7¢) disebut suatu ruang topologi lembut kabur atas
(fa, E) dan setiap anggota dari (fa, E, 7f) disebut himpunan terbuka lembut
kabur.

Definisi 3.2. [9] Misalkan (fa, E, 7¢) adalah suatu ruang topologi lembut kabur
atas (fa, E). Suatu sub-himpunan dari (fa, E) disebut himpunan tertutup lembut
kabur (fuzzy soft closed set) jika komplemennya adalah anggota dari y.

Teorema 3.3. [5] Misalkan (fa, E, 7¢) adalah suatu ruang topologi lembut kabur
atas (fa, E), maka:

(1) Himpunan-himpunan lembut kabur (p, E) dan (fa, E)° adalah himpunan ter-
tutup lembut kabur.

(2) Irisan dari sebarang himpunan-himpunan tertutup lembut kabur adalah him-
punan tertutup lembut kabur.

(8) Gabungan dari setiap dua himpunan tertutup lembut kabur adalah sebuah him-
punan tertutup lembut kabur.

Definisi 3.4. [5] Misalkan (fa, E) adalah sebuah himpunan lembut kabur di (U, E)
dan P) (v € U, X € (0,1]) didefinisikan sebagai sebuah titik kabur di IV. Jika A\ <
1§, (), untuk setiap e € A, maka P2 termuat di (fa,E) dan dinotasikan dengan
Pg‘ e” (fA, E) .

Definisi 3.5. [5] Misalkan (fa, E, 7¢) adalah suatu ruang topologi lembut kabur
atas (fa, E), (ga, E) adalah sebuah sub-himpunan dari (fa, E) dan P} adalah se-
buah titik kabur di IV. Himpunan lembut kabur (ga, E) dikatakan sebuah himpunan
ketetanggaan lembut kabur dari P, jika terdapat sebuah himpunan lembut kabur
terbuka (ha, E) sedemikian sehingga P} € (ha,E) C (ga, E).

Teorema 3.6. [5] Misalkan (fa, E, 7¢) adalah suatu ruang topologi lembut kabur
atas (fa, E), maka:

(1) Setiap P} € (fa, E) memiliki sebuah himpunan ketetanggaan lembut kabur.

(2) Jika (ga, E) dan (ha, E) adalah himpunan ketetanggaan lembut kabur dari P},
maka (ga, E) M (ha, E) adalah juga sebuah himpunan ketetanggaan lembut
kabur dari Py.

(3) Jika (ga, E) adalah sebuah himpunan ketetanggaan lembut kabur dari P} dan
(94, E) C (ha, E), maka (ha, E) adalah sebuah himpunan ketetanggaan lembut
kabur dari Py.

Bukti.

(1) (fa,F) adalah sebuah himpunan terbuka lembut kabur dan P} € ~ (fa, E)
C (fa, F), maka setidaknya (fa,E) adalah sebuah himpunan ketetanggaan
lembut kabur dari P;.

(2) Misalkan (ga, E) dan (ha, F) adalah himpunan ketetanggaan lembut kabur
dari P;', maka terdapat himpunan terbuka lembut kabur (g1 ,, F) dan (hy,, E)
sedemikian sehingga P} € (g1,,E) C (ga, E) dan P} € (h1,,E) C (ha, E).
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Oleh sebab itu, P} € (g1,,E) M (h1,, E) C (ga, E) N (ha, E) dimana (g1 ,, E)
M (hi1,,r) adalah himpunan terbuka lembut kabur. De-ngan demikian (g4, E)
M (ha, F) adalah sebuah himpunan ketetanggaan lembut kabur dari P

(3) Misalkan (g4, E) adalah sebuah himpunan ketetanggaan lembut kabur dari P
dan (ga, F) C (ha, E), maka terdapat sebuah himpunan terbuka lembut kabur
(91, E) sedemikian sehingga P} € (g1,,F) C (ga, E) C (ha, E). Oleh karena
itu, (ha, F) adalah sebuah himpunan ketetanggaan lembut kabur dari P). 0O

Definisi 3.7. [5] Misalkan (fa, E, 7¢) adalah suatu ruang topologi lembut kabur
atas (fa, E), (ga, E) adalah sebuah sub-himpunan dari (fa, E) dan P} € (fa, E).
Titik kabur P} dikatakan sebuah titik interior lembut kabur dari (ga, E) jika ter-
dapat sebuah himpunan terbuka lembut kabur (ha, E) sedemikian sehingga P} €~
(ha, E) C (ga. E).

Definisi 3.8. [5] Gabungan semua titik-titik interior lembut kabur dari (ga, E)
disebut interior lembut kabur dari (ga, E) dan dinotasikan sebagai (ga, E)° sebagai
berikut.

(ga, E)° = {(P}, A) : P} adalah titik interior lembut kabur dari (ga, E)}.

Teorema 3.9. [5] Misalkan (fa, E, 75) adalah suatu ruang topologi lembut kabur
atas (fa, E) dan (ga, E) adalah sebuah sub-himpunan dari (fa, E), maka:

(1) Himpunan lembut kabur (ga, E)° adalah gabungan dari semua himpunan ter-
buka lembut kabur yang termuat di (ga, E).

(2) (94, E)° € (9a, E).

(8) Himpunan lembut kabur (ga, E)° adalah sebuah himpunan terbuka lembut
kabur.

(4) Himpunan lembut kabur (ga, E)° adalah himpunan terbuka lembut kabur terbe-
sar yang termuat di (ga, E).

(5) Himpunan lembut kabur (ga, E) adalah sebuah himpunan terbuka lembut kabur

o

jika dan hanya jika (ga, E) = (ga, E)°.

Bukti.

(1) Akan ditunjukkan bahwa (g4, £)° = {(hi,, E) : (hi,, E) E (ga, F) dan (h,,, E)
adalah himpunan terbuka lembut kabur}. Misalkan P} € (g4, F)°, maka ter-
dapat sebuah himpunan terbuka lembut kabur (hy,,F) sedemikian sehingga
P} € (hg,, E) C (ga, E). Dengan demikian, P, € U (h;,, E). Sebaliknya,
misalkan P} € U {(ha, E) C (ga, F) dan (ha, F) adalah himpunan terbuka
lembut kabur }, maka berdasarkan definisi dari titik interior lembut kabur maka
P} €7 (ga, E)°.

(2) Berdasarkan bukti nomor (1) jelas bahwa (ga, F)° C (ga, E).

(3) Karena gabungan dari himpunan terbuka lembut kabur adalah himpunan ter-
buka lembut kabur dan (g4, F)° adalah gabungan dari himpunan terbuka lem-
but kabur, maka jelas bahwa (g4, F)° adalah himpunan terbuka lembut kabur.
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(4) Karena (ga, E)° adalah gabungan dari semua himpunan terbuka lembut kabur
yang termuat di (g4, E), maka jelas bahwa (g4, E)° adalah himpunan terbuka
lembut kabur terbesar yang ada di (ga, F).

(5) Misalkan (g4, F) adalah himpunan terbuka lembut kabur. Karena (g4, F)° him-
punan terbuka lembut kabur terbesar yang termuat di (g4, E), maka (ga, E)
= (ga, E)°. Sebaliknya, misalkan bahwa (g4, E) = (ga, E)°. Karena (g, F)°
adalah himpunan terbuka lembut kabur, maka (g4, F) adalah himpunan ter-
buka lembut kabur. O

Teorema 3.10. [5] Misalkan (fa, E, 7¢) adalah suatu ruang topologi lembut kabur
atas (fa,E), (ga, E) dan (ha, E) adalah dua sub-himpunan dari (fa, E), maka:

(1) (®,E)° = (®,E), (fa, E)° = (fa, E).

(2) ((9a, E)°)° = (9a, E)°.

(3) Jika (ga, E) E (ha, E) maka (g4, E)° € (ha, E)°.
(4) (ga, £)° 1 (ha, E)° = [(g9a, E) 1 (ha, E)]°.

(5) (94, E)° U (ha, E)° T [(ga, E) U (ha, E)]°.

Bukti.

(1) Karena (fa, E, 7¢) adalah suatu ruang topologi lembut kabur dan berdasarkan
Definisi 3.1(1), maka (@, E)° dan (fa, E)° adalah himpunan terbuka lembut
kabur dan berdasarkan Teorema 3.9(5), maka jelas bahwa (®,E)° = ($,E)
dan (fa, £)° = (fa, E).

(2) Misalkan (ga, F)° = (sa, E). Karena (s4, F) adalah sebuah himpunan terbuka
lembut kabur, maka (s4, E) = (sa, E)°, sehingga ((ga,E)°)° = (sa,FE)° =
(SAvE) = (gAaE)O'

(3) Misalkan (ga, FE) T (ha, E). Karena (ga,E)° C (ga,E), maka (ga, E)° C
(ha, E) dan (ha, E)° adalah himpunan terbuka lembut kabur terbesar yang
termuat di (ha, E). Dengan demikian, (ga, E)° C (ha, E)°.

(4) Misalkan (g4, E)° C (ga, E) dan (ha, E)° C (ha, E). Dengan demikian (g4, F)°
N (ha,E)° C (ga,E) M (ha, E). Karena himpunan terbuka lembut kabur
terbesar yang termuat di (ga, E) M (ha, E) adalah [(ga, E) M (ha, E)]°, maka
(9a,E)° M (ha,E)° C [(ga, E) M (ha, E)]°. Sebaliknya, misalkan [(ga, F) N
(ha, E)]° T (ga, E)° dan [(ga, E) 1 (ha, E)]° T (ha, E)°, maka [(ga, E) N
(ha, E)]° C (ga, E)° 1 (ha, E)°.

(5) Misalkan (ga, E)° C (ga, E) dan (ha, E)° C (ha, E), kemudian (ga, E)° U
(ha, E)° C (ga, E) U (ha, E). Himpunan terbuka lembut kabur terbesar yang
termuat di (ga, E) U (ha, E) adalah [(ga, E) U (ha, E)]°, sehingga (ga, E)° U
(ha, E)° T [(94, E) U (ha, E)]°. o

Definisi 3.11. [5] Misalkan (fa, E, 7f) adalah suatu ruang topologi lembut kabur
atas (fa, E), (ga, E) adalah sebuah sub-himpunan dari (fa, E). Irisan dari semua
himpunan tertutup lembut kabur yang memuat (ga, E) disebut himpunan penutup
lembut kabur dari (ga, E) dan dinotasikan sebagai (ga, E)~.

(gAaE)7 = l_l(hiA7E)
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dengan (ga, E) C (hi,, E) dan (h;,, E) adalah himpunan tertutup lembut kabur.

Teorema 3.12. [5] Misalkan (fa, E, 7f) adalah suatu ruang topologi lembut kabur
atas (fa, E), (ga, E) dan (sa, E) adalah dua sub-himpunan dari (fa, E), maka:

(1) Himpunan lembut kabur (ga, E)~ adalah sebuah himpunan tertutup lembut
kabur.

(2) (94, F) C (94, E)

(3) Himpunan lembut kabur (ga, E)~ adalah himpunan tertutup lembut kabur terke-
cil yang memuat (ga, E).

(4) Jika (ga, E) C (sa, E) maka (ga, E)™ C (sa, E)~

(5) Himpunan lembut kabur (ga, E) adalah himpunan tertutup lembut kabur jika
dan hanya jika (94, E) = (9a, E)~

(6) ((9a,E)7)" = (94, E)".

(1) (g4, E) U (54, BN~ = (g4, E)™ U (54, )"

(8) [(94, ) 1 (s, )]~ C (g4, E)™ 11 (54, E)

Bukti.

(1) Karena irisan dari himpunan tertutup lembut kabur adalah himpunan tertutup
lembut kabur dan (g4, )~ adalah irisan dari himpunan tertutup lembut kabur,
maka jelas bahwa (g4, F)~ adalah himpunan tertutup lembut kabur.

(2) Berdasarkan definisi dari penutup lembut kabur jelas bahwa (g4, E) C (ga, F) ™.

(3) Karena (ga, F)~ adalah irisan dari semua himpunan tertutup lembut kabur
yang memuat (ga, E), maka jelas bahwa (ga, E)~ adalah himpunan tertutup
lembut kabur terkecil yang memuat (g4, E).

(4) Misalkan (ga,E) C (sa,E). Karena (sa,F) C (sa,E)”, maka (ga,F) C
(sa, E)~. Himpunan tertutup lembut kabur terkecil yang memuat (ga, E)
adalah (ga, F)~, dengan demikian (g4, F)~ C (sa, E)".

(5) Misalkan (g4, F) adalah himpunan tertutup lembut kabur. Karena (ga, E)~
himpunan tertutup lembut kabur terkecil yang memuat (g4, F), maka (ga, E)
= (ga, E)~. Sebaliknya, misalkan bahwa (ga, ) = (ga, £)~. Karena (g, F)~
adalah himpunan tertutup lembut kabur, maka (g4, F) adalah himpunan ter-
tutup lembut kabur.

(6) Misalkan (g4, F)~ adalah himpunan tertutup lembut kabur dan (g4, F)~ =
(ka, E), maka (ka, F) adalah himpunan tertutup lembut kabur. Berdasarkan
Teorema 3.12(5), maka (ka, E) = (ka, E)~. Dengan demikian, ((g4,E)")” =
(ka, )~ = (ka, E) = (94, E)~.

(7) Misalkan (ga,F) C (ga,E) U (sa,E) dan (sa, E) T (94,E) U (sa, E).
Berdasarkan Teorema 3.12(4), maka (ga,E)™ C [(ga,F) U (sa,E)]” dan
(sa,E)” C [(ga, F) U (sa, E)]”. Dengan demikian, (g4, F)” U (sa, E)” E
[(ga, E) U (sa, E)]”. Misalkan (g4, E) U (sa,E) C (ga, E)” U (sa, F)” dan
(ga, E)~ U (sa, E)” adalah sebuah himpunan tertutup lembut kabur. Karena
[(ga, E) U (sa, F)]” adalah sebuah himpunan tertutup lembut kabur terke-
cil yang memuat (ga, E) U (sa, E), maka [(ga, F) U (sa, E)]” C (ga,E)” U
(sa, E)~. Dengan demikian, [(ga, E) U (sa, E)]” = (g4, E)” U (sa,E)".
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(8) Karena (g4, F) C (ga, F)~ dan (sa,E) C (sa, E)”, maka (ga, E) M (sa, E)

C (g4, E)” M (sa,E)” dan (ga, E)~ M (sa, E)” adalah himpunan tertutup
lembut kabur. Himpunan tertutup lembut kabur terkecil yang memuat (g4, E)
M (sa, E) adalah [(g4, E) 1 (sa, E)|™, sehingga [(94, E) 11 (sa, E)|” E (94, E)~
1 (SA, E)_. O

4. Kesimpulan

Generalisasi teori ruang topologi atas suatu himpunan lembut kabur memperli-
hatkan bahwa definisi, teorema, lema, dan proposisi serta sifat-sifat yang berlaku
di ruang topologi biasa juga berlaku di ruang topologi lembut kabur.
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