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Abstrak. Pada artikel ini dibahas pembuktian bentuk tutup rumus beda maju
berdasarkan deret Taylor untuk menghampiri secara numerik turunan pertama dari
fungsi satu variabel. Pembuktian bentuk tutup tersebut menggunakan sifat-sifat de-
terminan matriks Vandermonde dan beberapa manipulasi aljabar.
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1. Pendahuluan

Turunan numerik digunakan secara luas untuk menentukan laju perubahan su-
atu data digital yang mana fungsi pembangkitnya secara umum tidak diketahui.
Selain itu, juga terdapat fungsi-fungsi tertentu yang tidak dapat diturunkan se-
cara analitik sehingga dibutuhkan metode numerik untuk menentukan hampiran
turunannya. Salah satu metode numerik yang paling sering dan mudah digunakan
dalam menghitung hampiran turunan suatu fungsi adalah metode beda hingga.
Pada metode ini variabel domain suatu fungsi dipartisi atas sejumlah titik dan
rumus aproksimasi untuk turunan diperoleh dari ekspansi deret Taylor di satu
atau lebih titik partisi [6]. Berdasarkan lokasi titik-titik partisi yang digunakan,
metode beda hingga dibagi atas tiga jenis, yaitu beda maju (forward difference),
beda mundur (backward difference), dan beda pusat (central difference).

Rumus umum beda hingga untuk turunan ke-m dengan ketelitian orde ke-n da-
pat dibangkitkan dengan suatu algoritma rekursif, artinya untuk memperoleh ru-
mus turunan ke-m dengan ketelitian orde ke-n, perlu diketahui dulu rumus turunan
ke-(m — 1) dengan ketelitian orde ke-(n — 1). Salah satu algoritma rekursif terse-
but dikembangkan oleh Fornberg [3] yang darinya dapat dibuat tabel yang berisi
koefisien-koefisien rumus beda maju, mundur dan pusat untuk beberapa tingkatan
turunan fungsi dengan beberapa orde ketelitian.

Dalam tataran praktis, algoritma rekursif membutuhkan memori komputasi
yang semakin besar untuk tingkatan turunan dan orde ketelitian yang semakin
tinggi, karena melibatkan jumlah data (titik-titik partisi) yang semakin banyak.
Untuk mengatasi hal tersebut, diperlukan bentuk tutup dari rumus beda hingga
sehingga koefisien-koefisiennya dapat ditentukan secara langsung tanpa melewati
proses perhitungan secara rekursif.
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Adapun yang dimaksud dengan bentuk tutup di sini adalah suatu ekspresi
matematika yang dapat dihitung dalam sejumlah berhingga operasi. Dalam [5],
Khan dkk. memberikan bentuk tutup dari rumus beda hingga yang dikembangkan
berdasarkan deret Taylor. Untuk hampiran turunan pertama suatu fungsi f(z) di
titik * = zg, bentuk tutup dari rumus beda hingganya diberikan oleh

1
/ ~ —
Filao) = = Zk:gkfk, (1.1)
dimana T menyatakan lebar selang partisi, sedangkan koefisien g; dan iterator k
didefinisikan berdasarkan orde dan jenis beda hingga.

2. Bentuk Tutup Rumus Beda Hingga

Dalam [5] Khan dkk. telah mengembangkan bentuk tutup rumus beda hingga
berdasarkan deret Taylor. Untuk hampiran turunan pertama suatu fungsi f(z) di
titik z = xo, bentuk tutupnya diberikan oleh

1
fo~ 7 ?gm, (2.1)

dimana T adalah lebar selang partisi sedangkan koefisien g, dan iterator k didefi-
nisikan berdasarkan orde ketelitian dan jenis beda hingga. Untuk aproksimasi beda
maju, iterator k diuraikan atas k =0,1,2,--- , N, dimana N adalah orde ketelitian,
dan koefisien g, didefinisikan oleh

f: 1

- PR k = 07

gk = ( a‘;kljl N (2.2)
wNv—mEr k=12, N

3. Determinan Matriks Vandermonde

Definisi 3.1. [7] Matriks V berukuran M x N yang berbentuk
LA AP oAVt
1 g A} A
Virew = |1 A3 A3 - AT (3.1)
LA A2, - A
dimana A; # X\j untuk setiap i # j disebut matriks Vandermonde.

Teorema 3.2. [7] Determinan matriks Vandermonde yang berukuran N x N
diberikan oleh

DYDY Fi
1A A3 --- A
2 N-1
Visn] =128 A5 A5 =TT (= 2). (3.2)

1<i<N
N N1 1<j<N
2 ... - j<i
12, Az AN J
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Akibat 3.3. [7] Nilai determinan dari matriks Vandermonde N X N yang secara
khusus berbentuk

111 - 1
1222 ... 2Nt
13 3%...3V1 (3.3)
1N N2... NN-1
diberikan oleh
N
ay= [ G-5=]]@ - (3.4)
1<i<N i=1
1<j<N
Jj<i

4. Pembuktian Bentuk Tutup Rumus Maju Berdasarkan Deret
Taylor

Pandang kembali deret Taylor untuk f(x) di « ~ z¢ yang diberikan oleh
(x — x0)? (x —w0)3
2! 3!

Jika x dipartisi sebanyak N selang dengan lebar Az = T, maka diperoleh titik-titik
partisi

f(x) = f(zo) + (x — wo) f' (o) + f" (o) + " (o) + -+ (4.1)

ry=x9+ kT, k=0,1,--- ,N.
Dengan demikian deret Taylor (4.1) pada saat z = xj, adalah

(kT)?

(KT)? .3
91 0+

@
Jol + 5

fo— o= (kT f5 +

(4.2)

dimana fo = f(xo), fx = f(zx) dan fém) = f™(xg) dengan m menyatakan tu-
runan ke-m.

Persamaan (4.2) yang dipotong sampai suku ke-N dapat ditulis dalam bentuk
matriks sebagai

f~ Ad,

dimana

T
1) ((2) £(3 N
d= | 420 )

f=[fi—fofo—Jfo- fn—fo
T T2/20 ... TN/NI
oT (27)2/2! --- (2T)N/N!

I

A:

NT (NT)2/2! - (NT)N /N!
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Dengan menggunakan aturan Cramer, nilai dari f(gl) diberikan oleh

) . [Ar]

o - W’ (4-3)
dimana Ay diperoleh dengan mengganti kolom pertama matriks A dengan vektor
kolom f.

Berdasarkan sifat determinan matriks, persamaan (4.3) dapat ditulis menjadi
) (T(T?) - (T7) |Aflr—s
T MT - (TN) A=
_ 1 |Aflr=
T |Alp=1
Selanjutnya dengan mengeluarkan faktor kelipatan dari setiap baris pada |A|r—1,
diperoleh

|[Alr=1 = (2)(3) - - (N)[Ap|7=1, (4.4)
dimana
11/20 -  1/NI
12/2! ... N/N!
|Ap| =1 = : / , /

1N/2! ... NN=1/N!
Kemudian dengan mengeluarkan faktor kelipatan dari setiap kolom pada |Ap|r=1,
diperoleh

11- 1
1 12 N
Al = Gy [ )
1N... NN-1
Dengan menggunakan persamaan (4.5), persamaan (4.4) menjadi
11... 1
12.-- N
Al = ey | ;| 40
1N... NN-1

Perhatikan bahwa determinan matriks yang muncul pada persamaan (4.6) meru-
pakan determinan matriks Vandermonde. Berdasarkan Akibat 3.3, maka berlaku

11 ... 1
Ay @E ) (12 N
Tr=1= @3- (N |2 : - - @H@Eh-((N=Dh T
1N ... NN-1

dimana « diberikan oleh persamaan (3.4). Dengan demikian persamaan (4.3) men-
jadi

1) l A
fO T| f‘T:h
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yang dapat disederhanakan menjadi

1) 1 N N
0o *T ngfk - ngfo , (4.7)
k=1 k=1

dimana g; untuk k£ = 1,2,--- , N adalah kofaktor dari [Af|r—; yang berkorespon-
dasi dengan elemen ke-k dari kolom pertama, yaitu diberikan oleh

1/2! /30 -~ 1/N!
22 /21 25/31 ... 2N/NI
gr = (=1)k+1 (k—i)2/2! (k—i)3/3!--: (k—l.)N/N! .
(k+1)2/2! (k+1)3/3! -+ (k+1)N/N!

N2 /2! N3/30 ... NY/N!

Dengan mendefinisikan
N
90 = — Z ks (4.8)
k=1

maka persamaan (4.7) dapat ditulis

1 N

1

"V~ ngkfk-
k=0

Dengan mengeluarkan faktor kelipatan dari setiap baris pada g, diperoleh

gk = (=DM 2%)(3%) - - (N?) 3, (4.9)
dimana
1/2! 1/3! 1/N!

/20 2/31 ... 2N-2/N]

gr = 1/2! (k—'l)/?)! - (k—l)}V‘Q/N! .
1/2! (k+1)/3! -+ (k+1)N=2/N!

/20 N/3! ... NN-Z/NI

Selanjutnya dengan mengeluarkan faktor kelipatan dari setiap kolom pada g, diper-
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oleh
1 1
1 2 QN—2
) 1 : : " : s
= ———|1(k=1)--- (k—1) . (4.10)

I =D Ey - (N

Dengan menggunakan persamaan (4.10), maka persamaan (4.9) menjadi

1 1 1
1 2 oN-2
ge = (~1)FH e 1 (k= 1) - (k= 1)V 2. (4.11)

1 N ... NN-=2
Perhatikan bahwa determinan matriks yang muncul pada persamaan (4.11)

sama dengan determinan matriks (N — 1) x (N — 1) pada matriks Vandermonde.
Jadi

1 _(29)(3%) - (N?) (N - DN =2)!--- (3)1(2)!(1)!

o= OV G @Ey ) (k- DI b
_ (1) (2)(3)---(V).(2)(3)--- (V)
kEK!(N — k)N
(—1)*+1N!
T k(N — k) (4.12)
dengan k=1,2,--- | N.
Selanjutnya dari persamaan (4.8) diperoleh
kN[
ng Zk N R (4.13)

Pandang terlebih dahulu fungsi

Jla) = =9

yang dapat diuraikan dengan menggunakan ekspansi binomial dari (1—xz)" sebagai
berikut :

G-V =% @7) Nk ()

= <J¥> (=) + (g) (—2)° 4+ (]NV) (—z)V.



Pembuktian Bentuk Tutup Rumus Maju Berdasarkan Deret Taylor 7

Dari uraian di atas diperoleh

f(@i(

Perhatikan bahwa

N
(—1)kN!
= —_ 4.14
Z k(N — k)!E! (4.14)
Dari persamaan (4.13) dan (4.14) dapat ditulis
1
go = /f(x)dx (4.15)
0

Fungsi f(z) juga dapat diuraikan dengan manipulasi aljabar sebagai berikut:

F@) = (=) = (-2 (-2 R )

= — Z(l —x)k 1
k=1

yang dapat digunakan pada persamaan (4.15) untuk mendapatkan

0
(il L
- 2 3 N
N
1
:_ZE’ (4.16)
k=1

Dengan demikian, dari persamaan (4.12) dan (4.16) diperoleh

N
- k=0

Ik = i=L
—1)F 1IN
(k(N)—k)Ik! k=1,2,--- N,

yang membuktikan rumus koefisien beda maju (2.2).



8 Ade Putri, Radhiatul Husna

5. Kesimpulan

Pada tugas akhir ini telah dijelaskan mengenai pembuktian matematis dari ben-
tuk tutup rumus beda maju berdasarkan deret Taylor untuk menghampiri turunan
pertama dari fungsi f(x) di © = x¢, yang diberikan oleh

N
for ngfk,
k
dimana f; = f(x), N menyatakan orde ketelitian, dan
N
-2 % k=0,
A T vt
—1)* 1N!
m k:1327"',N.

Pembuktian bentuk tutup tersebut menggunakan sifat-sifat determinan matriks
Vandermonde dan beberapa manipulasi aljabar.

6. Ucapan Terima kasih

Penulis mengucapkan terima kasih kepada Bapak Dr. Mahdhivan Syafwan, Bapak
Dr. Dodi Devianto, Bapak Dr. Jenizon dan Bapak Bukti Ginting, M. Si yang telah
memberikan masukan dan saran sehingga artikel ini dapat diselesaikan dengan baik.

Daftar Pustaka

[1] Anton, H. 1991. Aljabar Linier Elementer. Edisi kelima. Erlangga, Jakarta.

[2] Bartle, Robert G., dan Donald R. Sherbert. 2011. Introduction to Real Analysis.
Edisi ke-4. John Wiley and Son, Urban-Champaign.

[3] Bengt, Fornberg. 1988. Generation of Finite Difference Formulas on Arbitrarily
Spaced Grids. Mathematics of Computation. 51 : 184.

[4] I. R. Khan, R. Ohba, dan N. Hozumi. 2003. Mathematical proof of closed form
expressions for finite difference approximations based on Taylor series. J. Com-
put. Appl. Math.. 150 : 303 — 309.

[5] LR. Khan, dan R. Ohba. 1999. Closed form expressions for the finite difference
approximations of first and higher derivatives based on Taylor series. J. Comput.
Appl. Math. 107 : 179 — 193.

[6] Mathews, John H., K.D. Fink. 1992. Numerical Methods for Computer Science,
Engineering, and Mathematics. Edisi ke-2. Prentice-Hall, Englewood Cliffs.

[7] Meyer, Carl D. 2000. Matriz Analysis and Applied Linear Algebra. STAM.
Philadelphia.



