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Abstrak. Pada makalah ini dibahas tentang penurunan metode pseudo arc-length dalam
menyelesaikan sistem persamaan nonlinier terparameterisasi dimana kurva solusinya
memiliki titik balik. Ide dari metode ini adalah menambahkan persamaan bidang yang
tegak lurus terhadap vektor singgung kurva pada sistem asal, sehingga diperoleh sistem
diperluas yang selanjutnya diselesaikan dengan menggunakan metode Newton-Raphson.
Metode pseudo arc-length ini kemudian diimplementasikan dalam pemrograman Matlab
dengan mengambil contoh kasus pada penyelesaian persamaan Bratu diskrit.

Kata Kunci: Metode pseudo arc-length, persamaan nonlinier terparameterisasi, metode
Newton-Raphson, turunan parsial, vektor singgung

1. Pendahuluan

Pandang persamaan

flz) =0, (1.1)

dimana f : R — R adalah fungsi kontinu dan terdiferensialkan, sedangkan x €
R merupakan solusi yang ingin dicari. Untuk menentukan solusi tersebut secara
numerik, dapat dilakukan dengan beberapa metode, salah satunya adalah metode
Newton-Raphson [3].

Selanjutnya pandang persamaan

[z, A) =0, (1.2)

dimana A adalah suatu parameter yang bernilai riil. Persamaan (1.2) disebut
juga persamaan terparameterisasi. Metode perhitungan numerik untuk memper-
oleh kurva solusi dari persamaan (1.2) dapat juga dilakukan dengan menggunakan
metode Newton-Raphson.

Meskipun demikian, metode ini tidak dapat menentukan nilai solusi (x, \) pada
persamaan nonlinier yang kurva solusinya memiliki titik balik dalam z. Salah
satu metode alternatif untuk mengatasi hal tersebut adalah dengan menggunakan
metode pseudo arc-length. Metode ini dikembangkan pertama kali oleh Edward Riks
dan Gerald Wempner pada akhir tahun 1960-an dan dipopulerkan oleh H.B. Keller
pada akhir tahun 1970-an [5].
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Pada metode ini, x dan A diparameterisasi dalam variabel baru, misalkan s,
kemudian x(s) dan A(s) diselesaikan secara simultan untuk setiap s. Karena hanya
ada satu persamaan, yaitu (1.2), maka perlu ada satu persamaan tambahan agar so-
lusi  dan A dapat diperoleh. Pada metode pseudo arc-length, persamaan tambahan
tersebut adalah persamaan garis yang tegak lurus terhadap vektor singgung kurva.
Dengan demikian titik-titik solusi dapat diperoleh meskipun setelah melewati titik
balik.

Gambar 1. Ilustrasi kurva metode pseudo arc-length

Dalam artikel ini akan dibahas metode pseudo arc-length pada penyelesaian sis-
tem n persamaan nonlinier terparameterisasi, dengan mengeksplorasi kembali pem-
bahasan pada referensi [3].

2. Beberapa Konsep
2.1. Rank dan Nulitas

Definisi 2.1. [1] Dimensi dari ruang baris dan ruang kolom dari suatu matriks A
disebut rank dari A dan dinotasikan dengan rank(A). Dimensi ruang null dari A
disebut sebagai nulitas dari A dinotasikan dengan null(A).

Teorema 2.2. [1] Jika A adalah matriks dengan n kolom, maka
rank(A) + null(4) = n. (2.1)

Teorema 2.3. [4] Jika A matriks nonsingular n x n dan b vektor kolom n x 1
sedemikian sehingga rank([A | b]) = n, maka null([A | b]) = 1.

Teorema 2.4. [4] Misalkan A matriks nonsingular n x n dan b vektor kolom n x 1
sedemikian sehingga rank([A | b]) = n. Jika [p q|T € ker([A | b]), maka matriks
Ab
M =
[ p’ q}

adalah matriks nonsingular.
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2.2. Persamaan Bidang

(0) .(0) (0))

Misalkan n = (uy, ug, - - , up) suatu vektor tak nol dan Py(xy ', 25, , Ty ) suatu

titik tetap. Himpunan dari titik-titik P(x1,x2, -+ ,z,) yang memenuhi Py ﬁ ‘n=20
adalah bidang yang melewati Py dan tegak lurus terhadap n. Untuk mendapatkan
persamaan kartesius dari bidang, tulis vektor Py P dalam bentuk

Py p— (21 —J;l ) @y — J;éo),~-~ &y — z(0)). (2.2)

Dengan demikian ﬁ -n = 0 ekuivalen dengan
up (1 — $g )) ug (g — :vg )) o up(x, — x;‘))) =0. (2.3)

Persamaan (2.3) disebut bentuk umum dari persamaan bidang.

2.3. Vektor Singgung

Turunan fungsi vektor r(t) terhadap ¢ (suatu parameter), yang dinyatakan oleh
r’(t), didefinisikan sebagai

r(t+h) —r(t)

() = li 2.4
(1) = Jim TR T (2.4)
asalkan limitnya ada. Dalam hal ini, vektor singgung satuan diberikan oleh
/
t
(1) = =W (2.5)

/() I

2.4. Metode Newton-Raphson

Secara umum, metode iterasi Newton-Raphson pada sistem n dimensi dapat di-
lakukan dengan algoritma berikut:
Misalkan pada saat iterasi ke-k nilai p, = (p (k), pgk), . (k)) telah diperoleh.

(1) Hitung fungsi

f( yPo "5 s Pn )
f(py) = :
k k

(2) Hitung matriks Jacobian

Af1 ) )
ail (Pr) i(Pk) ag{i (Pr)

ofs Gu2 of.
2 ) aT;(Pk) ami(pk)

J(Pk) _ 8901 (pk

Ofn Ofn
ail (pk) Ern (pk) T ag]:n (pk)

(3) Selesaikan sistem persamaan linier

J(px)Ap = —f(p;) untuk Ap
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(4) Hitung titik selanjutnya

Prr1 = Pr +Ap

Ulangi proses di atas sampai Ap memenuhi batas galat yang ditentukan.

3. Penurunan dan Langkah-langkah Metode Pseudo Arc-Length
3.1. Analisis Awal

Pandang sistem
F(x,A\) =0, (3.1)

dimana F : R"*! — R" adalah fungsi mulus bernilai vektor. Selanjutnya misalkan
himpunan solusi dari sistem (3.1) dinotasikan oleh

S ={(x,\) € R"™ | F(x,\) = 0}. (3.2)

Dalam aplikasinya, x menyatakan variabel keadaan dari sistem dan A merupakan
suatu parameter. Himpunan S membentuk suatu lintasan yang dinamakan lintasan
solusi. Dalam implementasi komputasi, himpunan diskrit dari titik-titik di S di-
hitung dan kemudian dihubungkan sedemikian sehingga membentuk suatu kurva.
Permasalahan utamanya sekarang adalah jika diberikan titik awal (xo, o) € S,
bagaimana kemudian menghitung titik (x1, A1) di S yang berada di dekat (xg, Ao)?
Hal ini dapat dilakukan dengan memisalkan A\ = A\g+AN\, dimana A\ bernilai kecil,
lalu selesaikan F(x, A1) = 0 untuk x; = x(A1). Namun dengan cara ini, x(A1) bisa
jadi tidak terdefinisi di sekitar titik balik. Dengan demikian perlu dikembangkan
suatu metode yang dapat menghitung (x1, A1) yang memutari titik balik. Metode
yang dimaksud adalah metode pseudo-arclength.

3.2. Penurunan Metode Pseudo Arc-Length

Asumsikan bahwa himpunan S hanya memiliki titik regular atau titik balik, yaitu
jika (xg,\g) € S, maka
rank[ F) | FQ] =n, (3.3)

dimana F menyatakan turunan parsial F(x, \) terhadap x di (xg,\o) dan F$
menyatakan turunan parsial F(x, \) terhadap A di (xg, Ao)-

Jika (x(t), A\(t)) menyatakan titik di sepanjang S yang mempunyai jarak sejauh
(t —to) dari titik (x(to), A(to)) = (X0, Mo), maka ¢ disebut parameterisasi arc-length.
Dengan demikian garis singgung terhadap S di (xg, Ag) adalah

dA I
dt 1=t Ao
Karena F(x(t), A(t)) = 0, maka turunan terhadap ¢ menghasilkan

SGFGA) = [ Fxlx0.00) [ Fax 2] | 3| =0 30
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Pada saat t = to, persamaan (3.4) menjadi

[F§|F3]Hﬂ =0. (3.5)

Dengan demikian ruang vektor singgung adalah ker ([F3 | FQ]). Diketahui
rank (FY, | F§]) = n, sehingga berdasarkan Teorema 2.3, dim (ker[F} | F}]) =
null ([F?c | Fg\]) = 1. Dengan demikian terdapat arah vektor singgung yang tunggal.

Karena F(x,\) = 0 adalah n sistem persamaan dengan n + 1 variabel, maka
solusi untuk titik baru, misalkan (x1, A1) tidak dapat ditentukan secara langsung.
Oleh karena itu dibutuhkan satu persamaan tambahan. Hal ini dapat dilakukan
sebagai berikut.

Misalkan vektor singgung satuan dinyatakan oleh

_ | So 0 0
ro = { GJ € ker[ Fy | F}], (3.6)

dengan rlry = 1. Maka titik (x1,\;) € S dapat ditentukan dengan mencari titik

dimana bidang yang tegak lurus terhadap vektor singgung ry berpotongan di S
(lihat Gambar 2).

Gambar 2. Ilustrasi bidang yang tegak lurus terhadap vektor singgung ro dan memotong S.

Berdasarkan hubungan vektor-vektor tersebut (lihat kembali Gambar 2), maka
berlaku

a_ o X — Xp .
|: b_ = |: /\—A0:| Atl‘o.

Karena vektor ro dan [a b]7 saling tegak lurus, maka
[ X —X
I‘()'(_ A_A(?:|—Alfl‘0>:0.

Selanjutnya diperoleh

(3.7)

st (x —x0) + (A=) — (t —ty) =0, (3.8)

yang memberikan persamaan bidang yang tegak lurus terhadap vektor singgung rg
dan memotong S.
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Persamaan (3.8) sekaligus merupakan persamaan tambahan pada sistem
F(x,A) = 0, sehingga diperoleh sistem diperluas

B F(X, )\) 10
Hiy. ) = Sg(X—XO)"‘U()\—)\o)—(t—to)} B { 0} (3.9

3.3. Langkah-langkah Metode Pseudo Arc-Length

Sebagai langkah pertama, tentukan terlebih dahulu solusi awal (x0, Ag) yang dapat
diperoleh dengan menyelesaikan sistem F(x,\) = 0 dengan menggunakan metode
Newton-Raphson. Misalkan solusi awal ini diparameterisasi pada saat t = tg, se-
hingga dapat ditulis (x(¢o), A(t0)) = (%0, Ao)-

Selanjutnya tetapkan ukuran langkah At. Jika t; = ty + At, maka dari baris
terakhir persamaan (3.9) diperoleh

roT[ ’;i B ’Aﬂ = At (3.10)
dengan x; = x(t1).

Lanjutkan langkah serupa untuk ts,t3 dan seterusnya, sehingga dengan menye-
lesaikan sistem (3.9) secara iteratif diperoleh barisan titik-titik (x2, A2), (X3, A3)
dan seterusnya pada S. Untuk memperoleh solusi (x;, ;) ,j = 1,2,--- yaitu de-
ngan menentukan terlebih dahulu vektor singgung satuan ry dengan menyelesaikan
persamaan (3.5) dan kemudian hitung vektor satuannya. Untuk memudahkan per-
hitungan, tetapkan Ao = 1, sehingga persamaan (3.5) menjadi

Fix, = —F9. (3.11)

Dengan demikian vektor singgung r(y diberikan oleh

ro = [Zﬂ :M;z())l/z{zf] (3.12)

Selanjutnya solusi (x1, A1) dapat diperoleh dengan menyelesaikan sistem diper-
luas (3.9) dengan menggunakan metode Newton-Raphson sebagai berikut:

Tetapkan
(0)
X o X0
=07 %) 51
maka Iterasi Newton-Raphson untuk penyelesaian sistem (3.9) diberikan oleh ,
(k+1) (k) d®
x x
[ A(k+1)} = [ A(k)} + { 5<k>} (3.14)
dimana k = 0,1,2,--- , N menyatakan indeks iterasi dengan jumlah maksimum

ite-rasi NV, dan

a® 0 077 F(x®), \9)
) i I B IR ot RSO §
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Perhatikan bahwa pada iterasi pertama (untuk k = 0), x(9) = xy dan A(©) = )\
sehingga F(x(©, \(0)) = F(xq, \g) = 0. Akibatnya

1

d4© F. 7,07 0
{5(0)] :[ e ] At[ 1] (3.15)
Persamaan (3.15) ekivalen dengan
FX(O) F}\(O) d© 0
sl e

Dengan demikian pada iterasi pertama berlaku
(1) (0)
X - X So
MBI .
Persamaan (3.17) menjelaskan bahwa (x(V, X)) berada di vektor singgung se-
jauh At dari (xg,A0). Selanjutnya persamaan (3.17) dapat digunakan seba-
gai tebakan awal pada iterasi Newton-Raphson (3.14) dalam memperoleh solusi

(x1, A1), artinya iterasi Newton-Raphson (3.14) dapat dihitung langsung untuk it-
erasi k=1,2,--- ,N.

4. Implementasi pada Matlab

Implementasi metode pseudo arc-length pada pemrograman Matlab mengambil con-
toh ilustrasi dari sistem persamaan nonlinier terparameterisasi, yaitu

F(x,\) = Ax+ \e* =0, (4.1)
dimana
(21 0 v ... 0]
1
110
A 2 .
1
HCRERIEEE 0 1 —2]

adalah matriks n x n dengan h = %, X = [71 22 - 2,])T merupakan vektor variabel
dan A suatu parameter. Sistem (4.1) merupakan hasil diskritisasi dari persamaan
Bratu yang memodelkan masalah reaksi exothermic [4], dengan menggunakan n
selang partisi dan lebar selang h.

Program Matlab menghitung nilai-nilai solusi (x, A) yang dimulai dari (0,0) dan
kemudian || x ||= /27 + 23 + - - - + 22 diplot terhadap A. Di sini digunakan n = 50,
panjang langkah At = %, dan banyak langkah maksimum M = 60.

Hasil program tersebut ditampilkan pada Gambar 3 yang menunjukkan kurva
solusi dari sistem (4.1). Pada Gambar dapat dilihat bahwa kurva solusi mempunyai
titik balik (|| x ||, A\)= (6, 3.5).
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Gambar 3. Kurva solusi hasil persamaan (4.1) yang diperoleh dari metode pseudo arc-length

5. Kesimpulan

Pada artikel ini telah dijelaskan tentang penurunan metode pseudo arc-length dalam
menyelesaikan sistem persamaan nonlinier

F(x,\) =0, (5.1)

dengan x menyatakan variabel dan A menyatakan parameter. Metode pseudo arc-
length ini mampu menghasilkan kurva solusi yang memiliki titik balik.
Langkah-langkah dari metode pseudo arc-length adalah sebagai berikut:

(1) Hitung solusi awal untuk titik (xg, Ag) dengan menyelesaikan sistem (5.1) meng-
gunakan metode Newton-Raphson.

(2) Hitung vektor singgung satuan [sg 7o] di titik (xg, Ag)-

(3) Hitung solusi (x1, A1) dengan menyelesaikan sistem yang diperluas

"5 -e-nl [

Sg(X—X0)+U(A—A0)—(t—t0) 0

dengan menggunakan metode Newton-Raphson.
(4) Lanjutkan langkah 2 dan 3 untuk memperoleh titik-titik solusi selanjutnya.

Pada artikel ini juga telah dijelaskan implementasi metode pseudo arc-length
pada pemrograman Matlab dengan mengambil contoh kasus persamaan Bratu yang
didiskritisasi. Dari perhitungan numerik ini diperoleh kurva solusi persamaan Bratu
yang memiliki titik balik.
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