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Abstrak. Suatu graf G dikatakan bersifat rainbow connected apabila setiap dua titik
di G dihubungkan oleh suatu lintasan (path) yang setiap sisinya memiliki warna yang
berbeda. Rainbow Connection Number dari suatu graf G, dinotasikan rc¢(G), adalah jum-
lah terkecil pewarnaan yang diperlukan untuk membuat G bersifat rainbow connected.
Pada makalah ini akan dikaji kembali tentang batas atas bilangan rainbow connection
untuk graf dengan konektifitas 3, seperti yang telah dibahas dalam [7].

Kata Kunci: Rainbow connection number, konektifitas

1. Pendahuluan

Teori graf muncul pada tahun 1736 ketika Euler mengemukakan masalah Jembatan
Konigsberg. Pada awalnya graf diterapkan dalam penyelesaian masalah rute terpen-
dek, namun seiring perkembangan zaman dan kemajuan teknologi, aplikasi teori graf
telah merambah ke aneka disiplin ilmu dan membantu memudahkan orang untuk
menyelesaikan beberapa permasalahan. Penggunaan graf ditekankan untuk mem-
odelkan persoalan. Teori graf juga sangat berguna untuk mengembangkan model-
model yang terstruktur dalam berbagai situasi.

Salah satu teori yang berkembang pesat dalam kajian teori graf adalah konsep
rainbow connection. Konsep rainbow connection pada awalnya diperkenalkan oleh
Chartrand pada tahun 2006 [2]. Suatu lintasan dikatakan rainbow path jika tidak
ada dua sisi dalam lintasan terebut yang memiliki warna sama. Graf G dikatakan
rainbow connected jika setiap dua titik yang berbeda dihubungkan oleh rainbow
path. Dalam hal ini, pewarnaan graf G disebut rainbow coloring. Jika ada sebanyak
k warna yang digunakan, maka pewarnaannya disebut rainbow k-coloring. Minimum
dari banyak warna yang dibutuhkan sedemikian sehingga suatu graf menjadi rain-
bow connected disebut dengan rainbow connection number, dinotasikan rc(G). Jika
untuk setiap dua titik u dan v di G, panjang rainbow path pada graf G sama dengan
d(u,v), yaitu jarak antara kedua titik tersebut, maka graf G dikatakan strong rain-
bow connected. Dalam hal ini, pewarnaan graf G disebut strong rainbow coloring,
dan rainbow path dikatakan geodesic. Jika ada sebanyak k warna yang digunakan,
maka pewarnaannya disebut strong rainbow k-coloring. Minimum dari banyak warna
yang dibutuhkan sedemikian sehingga suatu graf menjadi strong rainbow connected
disebut dengan strong rainbow connection number, dinotasikan src(G).
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Dapat dilihat bahwa untuk suatu graf terhubung tak trivial G dengan banyak
sisi m, berlaku

diam(G) < rc¢(G) < sre(G) < m. (1.1)

Dalam kajian ini akan dibahas tentang batas atas pada graf terhubung sederhana
yang tak trivial dengan 3-vertex connected, seperti yang telah dibahas dalam [7].

2. Beberapa Konsep dalam Rainbow Connection

Berikut disajikan kembali proposisi yang membahas tentang graf G dengan ukuran
m yang mempunyai nilai 7¢(G) dan src(G) 1,2 dan m.

Proposisi 2.1. [5] Misalkan G suatu graf terhubung tak trivial berukuran m. Maka
berlaku

(1) re(G) = sre(G) =1 jika dan hanya jika G suatu graf lengkap,
(2) re(G) = 2 jika dan hanya jika sre(G) = 2,
(3) re(G) = sre(G) = m jika dan hanya jika G suatu graf pohon.

Bukti.

(1) Jika pada graf lengkap G diberikan 1 warna untuk tiap sisi-sisinya, maka untuk
setiap dua titik u dan v di G terdapat rainbow I-coloring yang juga merupakan
u — v geodesic. Jadi G merupakan rainbow I-coloring dan strong rainbow I-
coloring sehingga rc(G) = sre(G) = 1. Jika re(G) = sre(G) = 1 tidak ada dua
titik yang tidak bertetangga maka haruslah G merupakan graf lengkap.

(2) Jika rc(G) = 2, ini berarti G memiliki suatu rainbow 2-coloring yang mengaki-
batkan setiap dua titik yang tidak bertetangga dihubungkan oleh suatu rainbow
path dengan panjang 2, maka haruslah sre(G) > 2. Karena lintasan tersebut
merupakan geodesic, jadi tidak mungkin sre(G) > 2 maka sre(G) = 2. Seba-
liknya, asumsikan src(G) = 2. berdasarkan (1) haruslah re(G) < 2. karena G
bukan merupakan graf lengkap, sehingga rc¢(G) = 2.

(3) Andaikan G bukan graf pohon. Maka G memiliki suatu lingkaran C

V1,V - , Vg, v; dimana k > 3. Maka (m — 1)-coloring terhadap sisi-sisi G
yang memberikan 1 untuk sisi v1vy dan vevs, dan memberikan (m — 2) buah
warna berbeda dari himpunan warna {2,3,--- ,m — 1} untuk m — 2 sisi tesisa

di G adalah rainbow coloring. Jadi, r¢(G) < m — 1. Selanjutnya misalkan G
adalah graf pohon dengan ukuran m. Asumsikan bahwa rc¢(G) < m — 1. Mis-
alkan ¢ adalah suatu minimum rainbow coloring di G. Maka terdapat sisi e
dan f sehingga c(e) = ¢(f). Asumsikan tanpa mengurangi perumuman, bahwa
e = wv dan f = zy, dan G memiliki suatu v — y path u,v,--- ,x,y. Maka tidak
terdapat rainbow u — y path di G, kontradiksi dengan G mempunyai rainbow
coloring. Jadi, haruslah G adalah graf pohon berukuran m. O

Proposisi 2.2. [3] Misalkan C,, adalah graf lingkaran dengan banyak titik n, di-

mana n > 4 maka rc(Cy,) = src(Cp) = [5].
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Bukti. Misalkan terdapat lingkaran C,, dengan V(C,) = {v1,vs, - ,v,,v1} dan
E(Cy) = {vivit1]1 < i < n} U{viv,} untuk setiap ¢ di G dengan 1 < i < n.
Pandang dua kasus berikut.

Kasus 1. n adalah genap.

Misalkan n = 2k untuk bilangan bulat £ > 2 maka

sre(Cp) > re(Cy) > diam(Cy) = k.
Konstruksikan pewarnaan sisi ¢y dari C), sebagai berikut.

coles) = i, untuk 1 <4 < k;
R~k untuk b+ 1< i < n.

Berdasarkan Pertidaksamaan 1.1, maka berlaku rc¢(C,) < sre(Cp) < k, sehingga
re(Cy) = sre(Cy) = k.

Kasus 2. n adalah ganjil.

Misalkan n = 2k + 1 untuk bilangan bulat & > 2. Definisikan pewarnaan sisi ¢; dari
C,, dengan

coles) = 1, untuk 1 <i < k—+1;
0=/ = i—k—1,untuk k+2<1i<n.

Karena c; adalah strong rainbow (k+1)-coloring dari C,, maka rc(Cy,) < sre(Cy) <
k+1. Karena rc(Cy,) > diam(C,) = k maka rc(Cy,) = k atau re(Cy,) = k+1. Klaim
bahwa rc(Cy,) = k+ 1. Asumsikan dengan kontradiksi bahwa rc(C),) = k. Misalkan
¢ adalah suatu rainbow k-coloring dari C,, dan misalkan P adalah lintasan dari
u ke v pada C),. Maka P adalah lintasan u-v geodesic di C,, adalah rainbow path,
sementara u-v path lainnya di C,, bukan rainbow path karena memiliki panjang k+1.

Tanpa mengurangi perumuman, misalkan ¢’ (vg41v512) = k. Pandang titik-titik
V1, Ugp+2 dan vgio. Karena lintasan vy — vgy1 geodesic P : vy, ve,--- ,vp+1 adalah
rasnbow path dan lintasan v1 —vgyo geodesic, Q) : V1, vy, - - - Up_1, Vg2 adalah rainbow
path, maka beberapa sisi di P dan () diwarnai dengan warna k. Karena v — v 4o
geodesic, vo,vs, - - - , V42 adalah rainbow path maka ¢’ (v1v9) = k. Dengan cara yang
sama, vUp — Vg1 geodesic, Un,Up_1,Un_2 - Vpt+1 sehingga ¢ (v,v1) = k diperoleh
d(viva) = (vpv1) = k. Ini berarti, tidak terdapat raibow ve — v, path di G.
Ini kontradiksi dengan ¢’ adalah suatu rainbow k-coloring dari C,,. Jadi, haruslah
re(Cp) = sre(Cr) =k + 1. |

Misalkan G adalah suatu graf dengan n titik. Himpunan k-vertex cut adalah
verter cut dengan k elemen. Sebelum membuktikan Teorema 2.4, diberikan Lema
2.3 berikut.

Lema 2.3. [7] (Fan Lemma) Jika G adalah graf k-connected dengan z € V(G),
dan'Y C V(G)—{z} sedemikian sehingga |Y| > k, maka G memuat suatu k — fan
dari x ke Y, yaitu ada sebuah k-Internally disjoint (z,Y)-path yang mana titik
internalnya berbeda di'Y .

Bukti. Misalkan G adalah suatu graf k-connected dengan S adalah vertex-cut min-
imal. Misalkan terdapat titik € V(G). Misalkan Y adalah subhimpunan titik dari
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V(G) sedemikian sehingga |Y| > k. Karena |Y| > k maka pilih Y’ C Y dengan
|Y'| = k titik. Misalkan Y = {y], 95, -,y }. Konstruksi graf G’ dari graf G den-
gan menambahkan satu titik y, kemudian menghubungkan y ke setiap titik di Y.
Karena G adalah graf k-connected maka jelas bahwa G’ adalah juga graf k-connected
. Akibatnya, antara titik = dan titik y di G terdapat k-internally disjoint path. Jadi,
karena |Y’| = k maka terdapat k-fan dari x ke setiap titik di Y. O

Sebagai ilustrasi perhatikan gambar berikut:

Gambar 1. Ilustrasi 1

Teorema berikut mengkaji tentang batas atas rainbow connection number untuk
graf G yang mempunyai sifat 3-verter connected, seperti yang telah dibahas dalam
[7]-

Teorema 2.4. [7] Jika G adalah graf sederhana yang bersifat 3-vertex connected
dengan n titik maka

re(G) < 3(n+1)/5.

Bukti. Misalkan G adalah graf 3-vertex connected dengan n titik dan misalkan H
merupakan subgraf terhubung maksimal dari G dengan h titik sedemikian sehingga
berlaku

re(H) < 3h/5—1/5.

Misalkan G dengan n = 3. Karena G adalah graf 3-vertex connected, maka G
memuat cycle. Jika G memuat suatu cycle C3 maka H adalah C3 karena H adalah
subgraf terhubung maksimal. Sehingga memenuhi

re(Cs) =1<8/5=9/5-1/5=3x3/5—1/5=3h/5—1/5.

Misalkan G memuat Cj dimana (k > 4) dan (k # 5) sebagai subgraf, maka ambil
H = C}, karena memenuhi rc(Cy) = [k/2] < 3k/5—1/5.

Misalkan G memuat suatu cycle Cs, maka ambil H’ sebagai graf dengan menam-
bahkan satu sisi baru diluar C5 untuk Cs sehingga h = 6. Maka diperoleh:

re(H') =3 <17/5=18/5-1/5=3x6/5—1/5 = 3h/5 — 1/5.
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Klaim bahwa h > n—3. Dengan kontradiksi, misalkan h < n—3. Misalkan terda-
pat empat titik berbeda diluar H misalkan x1,zs, x3,x4. Dengan Lema Fan, maka
untuk setiap titik di x1, z2, x3, x4 terdapat 3-fan ke H. Sebagai ilustrasi perhatikan
Gambar 2.

e

THE

Gambar 2. Ilustrasi 2

Asumsikan bahwa x1, x9, 3, v4 memiliki 3 titik yang bertetangga di H. Misalkan
fi; adalah sisi yang terkait dengan titik z;,7 = 1,2,3. Tambahkan 1, z2, z3, x4 ke
H = {v1,v2,v3} membentuk subgraf H'. Jadi V(H') = {v1,ve, v3}U{x1, 22, 3,24}
sehingga |V (H')| = h + 4 titik. Gunakan warna 1 dan 2 untuk mewarnai 12 sisi.
Berikan warna 1 ke sisi f;; untuk ¢ = 1,2, 3 dan warna 2 untuk 9 sisi lainnya. Maka
H'’ adalah rainbow connected dengan dua warna baru. Sebagai ilustrasi perhatikan
Gambar 3.

Gambar 3. Ilustrasi 3

Sehingga diperoleh

3h 1 3(h+4) 1

H)<re(H)+2< = —-+2< 2 =

re(H') S re(H)+2< 5 - g 2< 2 o
yang kontradiksi dengan h + 4 < n. Maka asumsi bahwa 1, x2, 3, 4 bertetangga
dengan sembarang titik di H tidak berlaku. Akibatnya, jika terdapat empat titik di
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luar H, maka sekurang-kurangnya terdapat satu titik, sebut = € {x1, zo, x3, 24} di
luar H yang mempunyai internally disjoint path x ke H dengan d(x,a) > 2 untuk
suatu a € H. Karena x ¢ H, maka terdapat 3-fan dari x ke H.

Misalkan P, Q, R adalah tiga internally disjoint path yang menghubungkan z
ke H. Misalkan P menghubungkan titik-titik  dan ¢,  menghubungkan titik
a, Uy, Us, - -+, Us, x dan R menghubungkan titik-titik z, vy, va, - - -, v¢, b untuk suatu
a,b,c € H dan ug,u; ¢ H. Perhatikan ilustrasi pada Gambar 4.

Gambar 4. Ilustrasi 4

Asumsikan ¢ > s untuk ¢ > 1, dan s+t > 3. Dimana ¢ adalah vy, v, -+ ,v¢ dan s
adalah uq,usg, -+ ,us. Misalkan P adalah lintasan yang menghubungkan titik-titik
V1, V2, U, T, UL, U, - -+ 5 Us. JikA v, Vg, -+ vy, T, up, U, -+, ug ditambahkan ke

H, maka diperoleh subgraf diperluas, sebut H’ dengan h + s +t + 1 titik.

Jika s+t genap, maka s+t + 2 sisi pada lintasan P yang menghubungkan titik-
titik a,uy,ue, - ,us, x,v1,v2, -+ , v, b diwarnai dengan (s + ¢ + 2)/2 warna yang
tidak terdapat pada H dengan cara mewarnai (s + ¢+ 2)/2 sisi pertama lintasan P
diberi warna yang tidak terdapat pada H dan (s + t 4 2)/2 sisi berikutnya diberi
warna yang terdapat pada (s + t + 2)/2 sisi sebelumnya. Sisi ey diberi sebarang
warna yang telah muncul di H. Dengan demikian H’ adalah rainbow connected.

Jika s + t ganjil, maka s + ¢ + 2 pada lintasan yang menghubungkan titik-titik
A, U, U,y * -, Us, T, V1, V2, -+ , V¢, b diwarnai dengan (s + ¢+ 1)/2 warna yang tidak
terdapat pada H dengan cara mewarnai (s + ¢ + 1)/2 sisi pertama pada lintasan
diberi warna yang tidak terdapat pada H, dan (s 4+t + 1)/2 sisi berikutnya diberi
warna seperti (s + ¢ + 1)/2 sisi sebelumnya. Dengan demikian H' adalah rainbow
connected. Sehingga diperoleh

re(H') <rc(H)+[(s+t+2)]/2 <3h/5—1/5+[(s+t+2)] < 3(h+s+t+1)/5-1/5,

yang kontradiksi dengan h + ¢t + s + 1 < n. Jadi haruslah 1 < s+t < 2. Pandang
beberapa kasus berikut.

Kasus 1. s+t =2 dan Q = auyx, R = zv1b

Karena setidaknya ada 4 titik diluar H, terdapat paling sedikit satu titik yang
berbeda dari z,u; dan v; sebut dengan x;. Dengan memilih z tidak ada (x1,x)-
path, (z1,u1)- path, dan (x1,v1)-path tanpa menggunakan sembarang titik di H
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kecuali hanya terdapat satu path yang panjangnya 2 menghubungkan x ke H melalui
x1, katakanlah S = zx1c dengan ¢ € H. Dalam hal ini, kita hanya memperhatikan
tiga path yaitu @, R dan S.

Tambahkan titik =, u1,v; dan x1 ke H membentuk subgraf H' dengan h+4 titik.
Dengan memberi warna 1 ke sisi aup, bv; dan warna 2 ke sisi ux, cx; dan warna
yang sudah ada di H ke sisi vyx, zz1, jadi kontradiksi dengan pertidaksamaan:

1 4 1
rc(H’)Src(H)—&-QS%—3+2<%—6.

Dengan Lema Fan, terdapat tiga internally disjoint path yaitu (zq, H)-jalur
P’ Q',S’. Dengan memilih z, panjang dari P’,Q’, S’ hanya memiliki empat kemu-
ngkinan yaitu:

Subkasus 1.1 Panjang P’ = 1 dengan P’ = e, panjang Q' = 1 dengan Q' = ¢},
panjang R’ = 1 dengan R’ = ¢l,.

Tambahkan z,u;,v; dan 27 ke H dan membentuk graf H’ dari jumlah titik h + 4.
Berikan warna 1 pada auq, e, zv1,e), €] dan warna 2 pada wjx,vab, €. Sehingga
kontradiksi dengan pertidaksamaan:

, 3h 1 3(h+4) 1
rc(H)grc(H)+2§€—g+2<T—g.
Subkasus 1.2 Panjang P’ = 1 dengan P’ = e, panjang ' = 1 dengan Q' = ¢},
panjang R’ dengan R’ = x v1b’.
Tambahkan x, uq,v1, 21 dan v} pada H dan membentuk graf yang lebih besar dari
H’ dimana h+5. Warnai sisi 1 pada auy, eg, zv1, €, 10}, warna 2 pada uix, v1b, €}
dan warna 3 pada v{b’. Sehingga kontradiksi dengan pertidaksamaan:

1 1
rc(H’)Src(H)—&-BS%—5+3<@—5.

Subkasus 1.3 Panjang P’ = 1 dengan P’ = ¢{, Panjang Q' = 2 dengan
Q' = d'ujx1, panjang R’ = 2 dengan R’ = zv1b'.

Tambahkan z, uy,v1,z1,u) dan v{ pada H dan membentuk graf yang lebih besar
dari H' dimana h + 6. Berikan warna 1 pada auy, eg, xv1, a’u], 2107, warna 2 pada
w1z, v1b,ujz1 dan warna 3 pada ej,vid’. Sehingga kontradiksi dengan pertidak-
samaan:

1 3(h+6) 1
5 +3< 5 "5

Subkasus 1.4 Panjang P’ = 1 dengan P’ = e, panjang @’ = 2 dengan Q' = ¢},
panjang R’ = 3 dengan R’ = z1vjvhb’.

Tambahkan z,uq, vy, 21,4} dan v5 pada H dan membentuk graf yang lebih besar
dari H' dimana h + 6. Warnai sisi 1 pada v{v}, warna 2 pada z{v{ dan warna 3

pada e, e, v3b’. Sehingga kontradiksi dengan pertidaksamaan:

3h 1 3(h+6) 1
H) < H4+3< ———-4+3< ——= — —.
re(H') <rc(H) + <= 5+ < 7 E
Kasus 2. s+t =2 dan @ = ax dan R = zvivsb.
Dari Lema Fan, terdapat tiga disjoint (vi, H). Jadi terdapat paling sedikit satu

(v1, H)-path S yang baru kecuali path vyza dan v;veb. Dengan memilih 2 panjang

3h
re(H') <rc(H)+3 < 5
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Pj3 haruslah paling banyak dua. Jika S mempunyai panjang 2, maka berlaku Kasus
1. Panjang S adalah 1, sehingga path azvi, v1v2b dan S membangun struktur yang
sama pada kasus 1.

Kasus 3. s+t =1.

Karena t > s maka t = 1. Asumsikan Q = e; dan R = xwv1b. Jadi terdapat paling
sedikit dua titik berbeda diluar H yang berbeda dari x dan v; sebut x1 dan x5. Sama
halnya untuk ¢ = 1,2 tidak ada (z;,z)-path dan (z;,v;)-path tanpa menggunakan
sembarang titik di H. Jadi Terdapat juga tiga disjoint (z1, H)-path yaitu P/, Q’, R’
dan internally disjoint (xo, H)-path yaitu P” Q" , R"”. Jika semua path ini mem-
punyai panjang satu, maka tambahkan x,v;,x; dan zo ke H, dan membentuk graf
H’ mempunyai titik h + 4. Dengan memberi warna 1 ke sisi eq, zv1, P/, Q’, P", Q"
dan warna 2 ke sisi e1,v1b, R, R” sehingga kontradiksi dengan pertidaksamaan:

1 4 1
rc(H’)Src(H)+2§%—3+2<%—5.

Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan satu dari tiga (z1, H)-path yaitu
P, @', R mempunyai panjang 2. Misalkan P’ = e}, Q" = e}, R’ = z1vid. Tam-
bahkan z, v,z dan v] ke H, dan membentuk graf 'H’ dengan jumlah titik h + 4.
Dengan mewarnai 1 ke sisi eq, e1, zv1, vlb dan warna 2 ke sisi ep, €}, x1vh, vib’. Maka
diperoleh re(H') < re(H) +2 < %h —t+2< 3(h+4) + yang kontradiksi dengan
h+4 < n. Maka asumsi bahwa s+t = 1 seperti yang diuraikan pada Kasus 3 tidak
berlaku.

Dengan memperhatikan beberapa kasus di atas diperoleh:

re(G) <3(n+1)/5,
Untuk h=n—3, r¢(G) <rc(H)+2<3(h—3)/5—-1/54+2<3(n+1)/5,
Untuk h=n—2,r¢(G) <rc(H)+2<3(h—2)/5-1/54+2=3(n+1)/5,
Untuk h=n—1,7r¢(G) <rc(H)+1<3(h—-1)/5-1/54+2<3(n+1)/5. O

3. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah dikaji kembali bahwa untuk graf G yang bersifat 3-vertex
connected dengan n titik maka berlaku bahwa

re(G) < 3(n+1)/5.
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